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PREDSLOV

V poslednych rokoch nepribudaju nové metody strojového
uCenia, ktoré by boli zalozené na celkom novych
principoch. Skér je tu snaha vyuZit' existujuce techniky na
rieSenie stale novych uloh v rozli€nych oblastiach. Takouto
modernou oblastou, ktorou sa v poslednych rokoch
zaobera mnoho odbornikov z oblasti strojového ucenia, je
analyza subjektivneho obsahu textu tak z hladiska polarity
a z hladiska emdcii v nich obsiahnutych ako aj analyza,
ktora by viedla k odhadu, resp. klasifikacii autorit. Vacsinou
sa analyzuju kratke texty v ramci konverzacného obsahu,
ktory vznika prevazne na socialnych sietach tvoriacich
fenomén tejto doby. Tieto data vramci konverzaéného
obsahu sa hromadia v socialnych sietach vo velkom
objeme, Co vedie k Casto pertraktovanému pojmu ,Big
Data“.

Mozno prave pre velky objem dat, ktoré je potrebné
spracovat, sa aj v strojovom uceni presadzuju metody,
ktoré su charakteristické Statistickym pristupom. Preto aj
predkladana vysokoskolska ucebnica bude orientovana na
tento novy trend v pouZzivani existujucich metdd strojového
uCenia, ktory je mozZné charakterizovat ako Statistické
uCenie. V ramci Statistického ucenia sa vysokosSkolska
uCebnica bude venovat regresnej analyze v predikcii so
zameranim  na linearnu, viacnasobnu  (multiple)
a nelinearnu regresiu ako aj regresnej analyze v klasifikacii
so zameranim na logistickiu regresiu. Taktiez bude
samostatna kapitola venovana Metdde podpornych
vektorov (Support Vector Machines - SVM), ktora sa
v poslednej dobe velmi uspeSne pouziva na rieSenie
mnozstva aktualnych problémov. Ked uz je re¢ o Casto
pouzivanych pristupoch, nemézeme opomenut ani zlozenu
klasifikaciu pomocou techniky nahodné stromy (Random
Forest), €o je modifikacia metdédy Bagging (Bootstrap
AGGregation).

Metody zloZzeného ulenia Bagging a Boosting boli
popisané v nasej predchadzajucej publikacii
monografického charakteru ,Strojové ucenie v systémoch
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spracovania informacii“ avacsSina klasickych metod
strojového ucenia, okrem regresnych metéd a SVM, bola
popisana v naSej publikacii - vysokoSkolskej ucebnici
,otrojové ucenie. Principy a algoritmy.“ Teda predkladany
text dopifia uz existujicu uéebnu literaturu pre Studentov
predmetu - kurzu ,Strojové ucenie”, ktory sa ponuka na
Katedre kybernetiky a umelej inteligencie, FEI Technickej
univerzity v KoSiciach studentom druhého stupria v ramci
dvoch Studijnych programov a to ,Inteligentné systémy* a
,Hospodarska informatika.

Predkladana vysokoSkolska ucebnica sa nesnazi byt
vyCerpavajucim textom z predkladanej oblasti a nerobi si
ani narok na uplnost. Je vhodna pre tych, ktori chcu ziskat
zakladny prehlad oblasti, ale aj pre tych, ktori maju hlbsi
zaujem o prezentovanu problematiku a detaily nami
uskuto€nenych experimentov vramci metod, ktoré su
obsahom tejto publikacie. Na Katedre kybernetiky a umelej
inteligencie sa venujeme tejto oblasti tak vo vyskume, ako
aj v pedagogickej Cinnosti, preto by vzniknuta publikacia
mohla vyplnit medzeru, ktora v tejto oblasti informatickej
literatury v nasich podmienkach neustale trva.

Nase podakovanie na tomto mieste patri aj obom
recenzentom za starostlivé precitanie rukopisu, a za cenné
pripomienky a namety. Podakovanie si taktiez zasluzi
diplomant Ing. Jaroslav Stefanik, ktory spolupracoval na
rieSeni problému odhadu autorit konverzacného obsahu,
a ktorého vysledky tato publikacia tiez uvadza, ako priklad
pouZitia regresnych metdd.

Kosice, september 2016
autor
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1 Uvob

1.1 Statistické uéenie

Pokusime sa vysvetlit pojem Statistické uCenie na priklade.
Predstavte si, Zze mate ako Statisticky konzultant najst
rieSenie problému ,ako zvySit predajnost nejakého
produktu.” Predpokladajme Ze mate Kk dispozicii data
o predajnosti tohto konkrétneho produktu v predajnom
retazci, ktoré boli zozbierané v ramci stoviek predajni
z celej krajiny. Spolu s tymito datami mate k dispozicii aj
data tykajuce sa reklamy toho istého produktu v ramci
viacerych médii (socialne siete, TV, €asopisy a pod.). Ako
Statisticky poradca nemate skusenosti priamo s uspesnymi
technikami predaja, ale mbzete predajcovi poméct
nepriamo, kedzZe vidite v datach suvislost medzi reklamou
a predajnostou. Mézete mu pomdéct’ tak, ze pre neho z dat
naucite model, ktory bude schopny predikovat predajnost
produktu na zaklade rozpoctu na reklamu v konkrétnych
médiach. Tento model bude reprezentovany funkciou,
ktorej zavisla premenna Y bude predstavovat predajnost
produktu a nezavisla premenna X bude predstavovat
rozpoCet na reklamu. KedZe mdzZete reklamovat vo
viacerych médiach, musite uvazovat viac nezavislych
premennych napriklad X1 pre socialne siete, X2 pre TV
a X3 pre Casopisy. Teda model hlfadate v tvare Y = f (X) +
E resp. Y =1 (X1, X2, ... Xn) + € (kde & je chybova
konstanta). Da sa predpokladat, Ze tato zavislost je
linearna. Ale keby sme hfadali zavislost prijmu na pocte
rokov stravenych vzdelavanim, tam by zavislost bola skor
nelinearna, kedze dlhé =zakladné vzdelavanie ako
vzdelavanie vo vy$8om veku maju ovela menSi vplyv na
prijem ako vzdelavanie v strednom veku, hlavne
vysokoskolské, vratane PhD. Studia.
V principe mézeme mat dva dbévody, preCo odhadovat
funkciu f a to je kvéli predikcii a inferencii.
1. Predikcia. Chceme predikovat (odhadnut) aku
hodnotu bude mat zavisla premenna Y
v buducnosti, ked hodnota nezavislej premennej X
bude znama. Napriklad sledujeme dlhSiu dobu ako

1
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sa meni spotreba elektrickej energie v sieti
v priecbehu dnia a chceme odhadnut aka bude jej
spotreba odva dni o015:00 hodine. Resp. na
zaklade tychto pozorovani vieme predikovat’ nizSiu
spotrebu energie po 22:00 hodine vecer a teda po
tejto hodine zniZzime cenu energie, aby sme predisli
pretazeniu siete cez den v SpiCkovych hodinach.
Inymi slovami motivujeme ludi odoberat elektricku
energiu v nocnych hodinach.

2. Inferencia. Chceme pochopit, ako zmena nezavislej
premennej X ovplyvhuje zmenu zavislej premenne;.
V tomto pripade nemébze byt funkcia f Ciernou
skrinkou (ako pri predikcii), lebo prave jej charakter -
presna forma nas zaujima.

V ramci inferencie nas zaujimaju odpovede na nasledujuce
otazky. Ktoré prediktory (nezavislé premenné X1, ..., Xn)
maju realne vplyv na zmenu odpovede (zavislej premennej
Y)? Vieme identifikovat tieto najdolezitejSie prediktory? Aka
je konkrétna =zavislost kazdého prediktora jednotlivo
a odpovede?  Zavislost odpovede na niektorych
prediktoroch méze byt opaéna, ako zavislost na ostatnych
prediktoroch. Mézu byt zavislosti medzi Y a kazdym
prediktorom adekvatne sumarizované pouzitim linearne;j
rovnice, alebo je tato zavislost komplikovanejSia? Ak sa
odvolame na priklad na zaciatku, moéZzeme tuto otazku
rozmenit na drobné nasledujucim spdésobom. Ktoré
konkrétne média realne zvysuju predajnost? Aky konkrétny
narast v predajnosti prinasa tento konkrétny spdOsob
reklamy (napriklad v socialnych sietach)? Doteraz bolo
rozoberany vplyv reklamy na predajnost. To je
zjednodusSeny pohfad, lebo su tu dalSie premenné tohto
problému, ktoré moézu vplyvat na predajnost (mézu
inferovat’ vy8Siu mieru predajnosti). To su napriklad ceny,
zlavy, kapacity skladov a podobne.

Existuju aj také problémy, ktoré su zaujimaveé tak
z hladiska inferencie ako aj z hladiska predikcie. Napriklad,
mbdzeme skumat charakter vplyvu kriminality, zonacie,
kvality vzduchu, blizkosti rieky, blizkost $§kél a obchodov,
velkost domu alebo bytu ¢i zahrady na cenu nehnutefnosti,
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C¢o spada do paradigmy inferencie. Ale takisto nas méze
zaujimat' aj odhad ceny nehnutelnosti ato, Ci je tato
konkrétna cena nadhodnotena alebo podhodnotena. A to
je predikény problém.

Metody, pri ktorych sa sustredujeme na hfadanie
parametrov znamej funkcie sa nazyvaju parametrické
metddy. Existuje aj iny pristup, ktory sa sustreduje na
najdenie vhodnych funkcii, teda ide o neparametrické
metddy. Viac o tom je mozné najst v [1].

1.2 Spravnost’ a interpretovatelnost’ predikcie

V ramci Statistického uCenia mame k dispozicii mnozstvo
metdd, o ktorych budeme eSte hovorit’ v dalSich kapitolach
tejto vysokoskolskej ucebnice. Niektoré z nich su menej
flexibilné a viac restrikéné, ako napriklad linearna regresia,
ktora ponuka iba jeden tvar funkcie. Iné metdédy su zase
flexibilnejSie a Casto presnejSie, ako napriklad metddy
zloZenej klasifikacie ako je bagging, boosting alebo
nahodné lesy ,Random forests® (budiu im venované
niektoré z nasledujucich podkapitol).

Ak je to tak, zda sa logické rozhodnut iba pre pouZzitie tych
druhych flexibilnejSich a presnejSich. AvSak nie je to také
jednoduché, lebo metdédy zlozenej klasifikacie produkuju
prilis komplikovany vystup a su tazko interpretovatelné, aj
ked na urovni Ciernej skrinky mozu byt presnejsie.

Teda vstupuje nam do toho aspekt interpretovatelnosti
modelu, ktory je Casto v protiklade so spravnostou modelu.
Interpretovatelnost’ je délezita hlavne pri ulohach, kde je
cielom inferencia. Napriklad, ak chceme porozumiet
vztahu medzi zavislou a nezavislou premennou, potom
nam je viac uzitoCny restrikCny ale jednoduchy linearny
model.

Ak je cielom predikcia, potom nie je interpretovatefnost
modelu tak dbélezitda a bude lepSie pouzit flexibilnejsi
model. Ale ani to nie je stale pravda, lebo niekedy prave
menej flexibilna a jednoduchSia metéda bude presnejsSia.
To suvisi s preu¢enim vysoko flexibilnych metéd.
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1.3 Regresia verzus klasifikacia

Predpokladajme, ze mame nové pozorovanie v oblasti, pre
ktort mame nauceny model pouZitim niektorej metody
strojového ucenia. Niekedy potrebujeme pre toto nové
pozorovanie predikovat resp. odhadnut (vypocitat) presnu
hodnotu zavislej premennej. V tom pripade ide o regresiu.
Ak by sme to isté nové pozorovanie mali zaradit do jednej
z definovanych kategorii, resp. tried, potom by Slo
o klasifikaciu.

MbzZzeme sa na to pozriet aj siného uhlu pohfadu.
Premenné, resp. atributy mézu byt vo vSeobecnosti
kvantitativne alebo kvalitativne. Kvantitativne premenné su
spravidla numerické hodnoty ako napriklad vek, prijem ci
cena. Na druhej strane kvalitativne (kategorické) premenné
(atributy) nadobudaju  jednu  hodnotu  z viacerych
preddefinovanych ako napriklad (muz, Zena), (maly,
stredny, velky) alebo (ano, nie). Problémy s kvantitativhou
odpovedou zvykneme oznacovat ako regresné problémy,
zatial Co tie s kvalitativnou (kategorickou) odpovedou
oznacujeme ako klasifikacné problémy.

Ale nie je to vzdy také jednoznacné. Napriklad linearna
regresia sa typicky pouziva pri kvantitativhej odpovedi,
ale iny druh regresie — logisticka regresia sa pouziva pri
kvalitativnej odpovedi, konkrétne pri dvojtriednej binarnej
odpovedi, teda sa pouziva na rieSenie Kklasifikatnych
problémov a je povazovana za klasifikatnu metodu. No
v pripade, Ze by neurCovala triedu ale pocitala
pravdepodobnost triedy, potom by mohla byt povaZovana
za regresnu metdédu. Aj dalSie metddy strojového ucenia
ako KNN - K najbliz§ich susedov alebo boosting mézu byt
s uspechom pouzité pri hlfadani tak kvantitativnej ako aj
kvalitativnej odpovede, teda pri rieSeni tak regresnych ako
aj klasifikanych problémov. Spomenuté metddy budu
rozoberané v dalSich kapitolach.



Nové trendy SU — Statisticky pristup

2 REGRESNA ANALYZA

V prvom rade je potrebné si ujasnit, Ze regresnu analyzu
mbdZeme v ramci strojového ucenia s uspechom pouzit' tak
na predikciu ako aj na klasifikaciu. Regresna analyza sa
v prvom rade sustreduje na najdenie zavislosti javov v tvare
nejakej funkcie na zaklade sledovania tychto javov
v urCitom Casovom okne. Tato zavislost sa potom mébze
v buducnosti  pouzit na predikciu hodnoty Zzavislej
premennej, ktora reprezentuje zavisly jav. To plati pre
linearnu a nelinearnu regresiu, ktoré sa s uspechom mézu
pouzit na odhad, estimaciu konkrétnej hodnoty premenne;j
sledovaného javu. Na druhej strane logisticka regresia
moZe posluzit na klasifikaciu nejakého objektu do jednej
z dvoch tried. Obidvom tymto pripadom bude venovana
osobitna podkapitola z nasledujucich.

V prirode ako aj v matematike, ktora ju modeluje, nevznikne
Ziaden jav bez toho aby nebol vo vzajomnom vztahu
sinymi javmi. Preto pri Studiu viacrozmernych suborov
pozorovani je doOlezité poznat zavislost dvoch alebo
viacerych veli€in. Na hladanie takej zavislosti sa
s uspechom pouzivaju metddy regresnej a korelaénej
analyzy [2]. V ramci otvorenej kapitoly sa budeme zaoberat
regresnou analyzou ato konkrétne nasledujucimi typmi
zavislosti medzi premennymi: funkénou zavislostou, volnou
zavislostou a Statistickou zavislostou.

Pod funkénou zavislostou rozumieme pripad, ked kazdej
hodnote jednej veli€iny odpoveda prave jedna hodnota pre
kazdu z ostatnych veliCin, na ktorych je pévodna veli€ina
zavisla. Rovnako to plati aj naopak. V pripade, ak
hodnotam jednej veli€iny zodpovedaju rézne hodnoty
nejakej inej veliiny, hovorime o volnej zavislosti. Statistické
zavislost predstavuje volnu zavislost medzi kvantitativnymi
Statistickymi znakmi. Prave  zavislostou tychto
kvantitativnych znakov sa zaobera regresna analyza,
pricom to mbze byt zavislost kvantitativneho znaku na
jednom kvantitativnom znaku alebo viacerych znakov [2].
Na zaklade spomenutych zavislosti kvantitativnych znakov
delime regresiu na jednorozmernu regresiu (jednoducha
regresia) a viacrozmernu regresiu (viacnasobna regresia).
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2.1 Jednorozmerna a viacrozmerna regresia

O jednorozmernej regresii  hovorime v pripade, ked
sledujeme zavislost dvoch kvantitativnych znakov X a'Y
(vid Obr.1).

Frax
1 [mes] ek
2 14 21
3 < 22
4 tat 23
o 12 23
s 12 24
7 2 25
B8 10 27
9 4 29
10 tat 32
11 =1 31

Obr.1 Priklad zavislosti jedného kvantitativheho znaku na jednom
kvantitativnom znaku, ktora vedie k jednorozmernej regresii

Ak sledujeme zavislost znaku (napriklad veli€iny &i atributu)
Y na 2,3 ..n Kkvantitativnych znakoch (veli€inach,
premennych), vtedy ide o viacrozmernu regresiu (vid.
Obr.2).

Veli¢inu X (na Obr.2 je ich viac — su S$tyri) nazyvame
nezavislou premennou, ktora sa v niektorych zdrojoch
nazyva aj vysvetlujucou premennou. Zavislou premennou,
alebo tiez vysvetfovanou premennou, je veli€ina Y. Délezité
je uvedomit’ si, Ze regresna uloha spociva v zisteni formy
zavislosti Y na X a jej naslednom matematickom vyjadreni
funkciou. Tuto funkciu nazyvame tiez regresna funkcia.
UrCenie stupnia sily, akym sa dana zavislost prejavuje, je uz
ulohou korelacnej analyzy [2].

Predpokladajme, Zze X je pevna a Y je nahodna premenna,
a nech podmienena stredna hodnota nahodnej premennej
Y je funkciou, teda zavisi od premennej x a parametrov ao,
ai, ..., ak. Potom plati (1):

EY|x) = @ = @(x a4, aq,...0;) 1)

Pricom E je symbol strednej hodnoty, | znamena splnenie



Nové trendy SU — Statisticky pristup

podmienok za tymto znakom. Funkciu ¢  nazyvame
regresnou funkciou a predpokladame, Ze jej tvar je nam
znamy. Parametre agyaq,...ay Vvolame tiez regresné
parametre, respektive regresné koeficienty [3]. Zakladny
jednoduchy regresny model tak mdézeme zapisat v tvare

(2):
yi = f(x;) + Ej, (2)

kde x;,y; su hodnoty premennej (znaku) X, respektive Y a
E; je nahodna chyba, ktoru mézeme tiez nazvat ako
rezidualna zlozka. f predstavuje funkciu, ktord nazyvame
regresnou, a ktora predstavuje deterministicku zlozku.
Predpoklada sa, Ze nahodné chyby su nahodné veliiny,
ktoré maju normalne rozdelenie, priCom ich smerodajna
odchylka je O > 0 a maju nulovu strednu hodnotu. Teda
plati nasledujuci vztah (3):

E~norm(0,0),i =1,2,3,...,n. 3)

Definujme pojem reziduum ako rozdiel medzi pozorovanou,
respektive  empirickou hodnotou oznaovanou y;
a teoretickou hodnotou, teda hodnotou vypocitanou, ktoru
oznaCujeme §;. Reziduum predstavuje bodovy odhad
nahodnej chyby &;. Oznacujeme ho ei, a vypocita sa podla
vztahu (4):

e; =y —Ji (4)

S tymto pojmom suvisi aj pojem rezidualny sucet Stvorcov,
ktory sa vyuziva pri metéde najmensSich Stvorcov (bude jej
venovana podkapitola) aje to najlepSi spdsob, ako
optimalizovat hladanie regresnej funkcie. Rezidualny sucet
Stvorcov sa oznacCuje SSE (z anglického Sum of Square
Errors) a vypocitame ho nasledovne:

n e’ (5)
Ako bolo spomenuté viacrozmerna regresia skuma
zavislost medzi dvoma a viacerymi premennymi a méze byt
podfa [4] reprezentovana nasledovnym modelom:



Nové trendy SU — Statisticky pristup

Vi = Qg+ a1Xj1 + X + -+ apXip + &,

(6)
kde:
Yi ... Je hodnota zavislej premennej,
Xij ... je hodnota j-tej nezavislej premenne;,
a; ... Je neznamy regresny koeficient a
¢i ... je nahodna chyba.
VsSetky doterajSie vztahy boli prebraté z [2].

cisty k . mesacne . .
domac-; mesaény pocet vdavkyma: oooone  mesacne
. . Elenov oL vwdavky na ividavky na
nost’ : prijem na . i priem. | - - "
1 élena domacnosti - sluzby | potraviny
Mnohonasobna regresia
y x1 X2 X3 x4
| 6761 3 1963 1431 4319
2 G099 | 1164 684 3124
3 11029 6 35392 1938 5623
4 11785 4 6486 1426 3133
3 5198 3 2737 1622 3183
6 6641 | 1264 1381 3154
7 8618 4 2771 2300 2310
8 9349 6 1787 4379 6334
3 10836 3 3001 2172 3467
10 5891 | 1134 232 2036
11 10245 4 2312 3444 3348
12 13990 3 6076 4661 4648
13 11779 6 4133 3171 3356
14 11945 4 3734 4760 4434
13 12771 2 6308 2242 3283

Obr.2 Priklad zavislosti jedného atributu na viacerych
premennych, ktora vedie ku viacrozmernej regresii

Okrem delenia na jednorozmernu a viacrozmernu
rozdefujeme regresiu podla toho, ¢&i je modelovana
linearnou alebo nelinearnou funkciou premennych. Tak
jednorozmerna ako aj viacrozmerna regresia mdze byt
linearna ale aj nelinearna. Mame teda Styri moznosti.
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2.2 Linearna a nelinearna regresia

Regresnu funkciu nazyvame linearnou, ak je linearnou
funkciou neznamych premennych. Prikladom linearnych
regresnych funkcii su nasledujuce funkcie [5]:

y = a + bx (linearna regresia ),

y = a+ bx + cx? (kvadraticka regresia),
y=a+bx+..+b.x" (polynomialna regresia),
y=a +§ (hyperbolicka regresia).

o O O O

Vo vSeobecnosti najjednoduch8ou, teda linearnou
regresnou funkciou je funkcia:

f(x)=ay+a;.x (7)

Hodnoty a, a a; volame parametre regresnej priamky,
ktoré v niektorych zdrojoch zvyknu byt oznaované aj ako
regresné koeficienty. Regresny koeficient a, predstavuje
prieseCnik regresnej priamky s osou o,. Tento koeficient sa
tiez nazyva urovhova konstanta. Koeficient a; vyjadruje
sklon priamky k osi oy, - smernicu regresnej priamky. Pokial
s rastom nezavislej premennej X dochadza v priemere tiez
k rastu hodnét zavislej premennej Y, oznacCujeme tento
sklon priamky ako kladny. Spominanu zavislost tak
oznacujeme ako pozitivnu, respektive priamu zavislost. Ak
je regresny koeficient a; zaporny, tak pri raste hodndbt
nezavislej premennej dochadza v priemere k poklesu
hodnét zavislej premennej, avtomto pripade hovorime
0 negativnej alebo nepriamej zavislosti [2]. Presne takuto
nepriamu zavislost' ilustruje v Obr.3 konkrétne vo forme
jednorozmernej linearnej regresie.

Vo vS8eobecnosti su hodnoty a, a a; oznaCované ako
nezavislé parametre zakladného suboru. Z tohto tvrdenia
vyplyva, Ze je nutné ich odhadnut, ato pomocou n
nezavislych pozorovani dvoch veliéin X a Y. Vysledkom
tychto pozorovani su usporiadané dvojice
(x1,¥1), o, (X5, V), kde y; predstavuji hodnoty zavislej
premennej Y a x; st hodnoty nezavislej premennej X. Tieto
dvojice (pozorovania) je mozné znazornit bodmi
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v dvojrozmernom priestore (vid Obr.3).

Geometrickym znazornenim suboru spominanych dvojic
hodnét je bodovy graf. Ide o geometrické zobrazenie
v rovine, kde na zvislu os o, nanasame prislusné hodnoty
zavislej premennej ana vodorovnu 0S o, SU nanasané
hodnoty nezavislej premennej. Vysledkom tohto postupu je
geometrické znazornenie n bodov v rovine, priCom zich
vzajomnej polohy je mozné posudit regresnu zavislost
znakov X a'Y.

Obr.3 Priklad jednorozmernej linearnej regresie s
nepriamou (negativnou zavislost'ou)

Hlavnym cielom jednoduchej linearnej regresie je danymi
bodmi prelozit priamku, teda najst taku linearnu regresnu
funkciu, ktora najlepSie vystihuje a charakterizuje polohu
danych n bodov. Jednoduchy linearny regresny model
vramci dvojrozmerného priestoru mdézeme teda zapisat
v nasledujucom tvare:

yi=ag+a.x; +&,i=123..n, (8)
pricom jeho vyrovnavajucu regresnu priamku zapiSeme

Vv tvare:

A

Vi = ao + al.xi, (9)

10
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kde ¥; je teoreticka, teda vypocCitana hodnota premennej Y
a d, , a; su bodové odhady parametrov a, a a;.
Z pozorovanych dat sa tieto bodové odhady ziskavaju
najCastejSie Metddou najmenSich Stvorcov [2], o ktorej sa
este v tejto praci bude pojednavat.

Niekedy mame k dispozicii data, ktoré nie je mozné
modelovat’ linearnou priamkou a musime sa uchylit ku
nelinearnej regresii. Na Obr.4 je znazorneny model
nelinearnej regresie. O tomto type regresie hovorime
v pripade, ak bodovym grafom prekladame krivku, ktorej
rovnica nie je linearnou vzhfadom na nezname parametre.
Toto je kfuCoveé si uvedomit. V rovnici moézu byt aj druhé
mocniny, ale ak sa netykaju hfadanych parametrov, potom
pdjde o linearnu regresiu. V takomto pripade mdzu niekedy
vzniknut problémy pri hfadani minima metdédou najmenSich
Stvorcov. Preto sa snazime takyto typ regresie
transformovat na linearnu funkciu. Pri niektorych funkciach
staci pouzit' jednoduchu transformaciu premennych [5].

Size

a T T T T T T

T T
g0 2 4 6 & 10 12 14 14

Age
Obr.4 Model nelinearnej regresie

Vo vSeobecnosti méZzeme povedat, Ze linearna regresia ma
vzdy jednoznacné rieSenie, €o nie je pripad nelinearnej
regresie. Ak sa stretneme so zavislostou nelinearneho
charakteru, je potrebné zvolit vhodnu nelinearnu funkciu.
Odhad parametrov pri nelinearnych modeloch je ¢asovo
narocny. Mozné priklady nelinearnej funkcii podla [2]:

11
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regresna parabola 2. stupna
f(x) = apyaq.x + ay.x?,

o

o regresna mocninova funkcia
f(x) = ag.x™,

o regresna exponencialna funkcia
f(x) = aq.a,

o regresna hyperbola
fG) = ap+%2,

o regresna logaritmicka funkcia

f(x) = agyaq.Inx.

Vyber najlepSieho typu regresnej funkcie nie je vzdy jasny
od zaciatku, preto sa za najlepSi povazuje podla [6] ten,
ktory je najlogickejsi, pri ktorom sa rozdelenie rezidualnych
odchylok €o najviac priblizuje k normalnemu rozdeleniu,
ktoré zabezpeci to, Ze rozdelenie rezidualnych odchylok
bude mat priblizne rovnaku variabilitu, a pri ktorom budu
rezidualne odchylky €o najmenSie a napokon, ktory je
najjednoduchsou krivkou a vykazuje najvacsiu tesnost
zavislosti.

2.3 Metdéda najmensich stvorcov

Aproximaciu  funkcie prostrednictvom interpolacnych
polyndmov pouzivame Vv pripade vysokej presnosti
nameranych hodnét. Vaésinou v praxi su tieto hodnoty
ziskané experimentalne teda mbézu byt zatazené ovela
vacsimi chybami, ako su chyby  spbésobené
zaokruhfovanim. Preto je potrebné pouzit optimalizaénu
metdodu a ako najvhodnejSia je matematicko-Statisticka
metdda najmensich Stvorcov. Tato metdoda sa modze pouzit
pri oboch typoch regresii, tak linearnej ako aj nelinearnej.
Pomaha pri aproximacii nameranych dat priamkou. Tato
metdoda minimalizuje chyby, ktoré predstavuju rozdiely
medzi vypocitanymi  hodnotami  zavislej premennej
(pomocou danej regresnej funkcie) a empirickymi
nameranymi hodnotami tejto premennej. Tieto rozdiely,
nazvané rezidualne odchylky, mézu mat kladné aj zaporné
hodnoty a prave ztoho dévodu sa tieto hodnoty najprv
umocnuju na druhu a potom sumuju, €o ilustruje Obr.5.

12
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Vyuzitie a aplikacia tejto metddy je rozSirena v réznych
vednych oboroch, ako Statistika, ekondmia, geodézia a pod.
Viac o metdde SSE je mozné najst' v [2].

Y y

Obr.5 llustracia metédy najmensich Stvorcov [2]

Na grafickom zobrazeni metddy najmenSich Stvorcov (vid.
Obr.5 predstavuje os x hodnoty nezavislej premenneja os y
hodnoty zavislej premennej. Samotna priamka predstavuje
regresnu funkciu. Prazdne kruzky reprezentuju jednotlivé
pozorovania (trénovacie priklady), pricom Zzlté Stvorce
reprezentuju Stvorce odchylok pozorovanej a vypocitanej
hodnoty zavislej premennej.

Uvazujme nasledovny linearny regresny model:

yi=ayota.x;+&,i=123..n, (10)

a jemu odpovedajucu vyrovnavajucu regresnu priamku
v tvare:

5/\1' = dO + dl.xi, (11)

kde §;je teoreticka, teda vypoclitana hodnota premennej Y
a d, a a, su bodové odhady parametrov ay,a;. Tieto

13
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bodové odhady sa z pozorovanych dat ziskavaju Metdédou
najmensich Stvorcov minimalizaciou suctov Stvorcov (SSE
z anglického Sum of Square Errors) rezidualnych odchylok
empirickych hodnét y; od teoretickych hodnbt zavislej
premennej §; nadobudal svoju minimalnu hodnotu. SSE sa
pocCita podla vztahu:

n n n
SSE@0,@) = ) ef = ) (i =90F = Y (= — ayx)?
i=1 i=1 i=1

(12)

Rezidualny sucet Stvorcov je ddlezitou veliinou, nakolko sa
pouziva na Statisticky odhad rozptylu bodov [x;,y;] okolo
teoretickej regresnej krivky. Z matematickej analyzy
vyplyva, Zze minimum uvedenej funkcie dvoch premennych
zistime tak, Zze polozime rovné nule jej prvé parcialne
derivacie podfa 3, aa;:

dSSE dSSE (13)

—=0——=0
aa, da,

Po dosadeni do predchadzajuceho vzorca dostaneme
nasledujucu sustavu rovnic (14) a (15):

n n
0
a—A(Z(}’i —dy— a1x;)? | = z 2(y; —aop— a1x;).(=1) =0
o\ i=1

n

n
0
a—CALl(Z()’i —ay — alxi)2> = Z 2(y; — @y — A1x). (—x)) =0
i=1 '

=1

(14) a (15)

Po uprave predchadzajucej sustavy rovnic dostaneme
nasledovnu sustavu dvoch linearnych rovnic (16) a (17)
sdvoma neznamymi. Takuto sustavu nazyvame @]
sustavou normalnych rovnic:

X = Z}’i'

n
=1 =1

(16)

n
n.da, + a.

14
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~ ~ 2 _
dg- X; + a;. Xi = Z X;.Yi.

(17)

n n n
i=1 i=1 i=1

VyrieSenim tejto sustavy linearnych rovnic dostaneme
vysledné vzorce (18) a (19) pre vypocet bodovych odhadov
ap,ad,;, ¢im vlastne dostaneme presnu polohu samotnej
regresnej priamky v dvojrozmernom priestore:

g =™ P X Vi — X1 X D=1 Vi (18)
' nyt,xf - QL x)?

A iy —an Y . (19)

ao = n == y - al.x.

Doteraz sme sa zaoberali aproximaciou bodového grafu
priamkou, resp. polyndmom prvého stupna. Ina moznost je
aproximacia parabolou, kedy sa body preloZia kvadratickou
funkciou, resp. polynédmom druhého stupnia (vid (20)):

y; = ag + ag.x; + azx? (20)

V takom pripade parametre ao, ai, as ziskame rieSenim
nasledovnej sustavy rovnic:

_n in lez _ zyi _ D
Ao

in lez Zx? lal = zyi-xi
a;

XA > yex?]

Obr.6 ilustruje aproximaciu zadanych hodnét polynémami
stupna s=1,2,3 a 4.

15
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Obr. 6 Ukazka aproximacie zadanych bodov polynémami
stupnas =1,..,.4

2.4 Implementacie (ne)linearnej regresie

2.4.1 Predaj mlieka

Na tomto velmi jednoduchom priklade je ilustrovana
naroCnost realizacie vypoctov hoci jednoduchej linearnej
regresie [7]. V Tab.l su uvedené pozorované udaje
0 mnozstve predaného mlieka ajeho cene, ktorym
odpoveda bodovy graf na Obr.7. Tento obrazok naznacuje,
Ze vztah medzi zavislou premennou Y - mnoZstvom
predaného mlieka, a nezavislou premennou X - cenou
mlieka je linearny. Je zrejmé, Ze s narastajucou cenou
mlieka klesa jeho predaj, teda ide o nepriamu (negativnu)
linearnu zavislost. Nech je naSou ulohou zistit, o kofko
klesne predaj mlieka s narastom jednotkovej ceny. To
vieme zistit, ak bodmi na Obr.7 preloZzime priamku

16
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a vypoCitame jej smernicu. Kedze pocitame jednoduchu
linearnu regresiu, zapiSeme ju v tvare yi=bo+bi-x, kde X je
vysvetfujuca premenna, y je vysvetlovana premenna, bo je
absolutny clen a b: je smernica priamky. Je potrebné
vykonat' podporné vypocty, ktoré su zobrazené v Tab.2 a
nasledne metdédou najmensSich Stvorcov odhadnut oba
parametre bo a bs.

Tab.1 Pozorované mnozstvo predaného mlieka a jeho cena

1 9 18
2 5 24
3 18 9
4 14 15
5 10 17
6 12 16
7 7 20
8 11 15
9 5 22
10 16 14
11 14 15
12 11 19

17
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Bodovy graf
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Obr.7 Bodovy graf podla udajov z Tab.1

Pre odhad parametrov bya b, pouzijeme nasledujuce
vzorce (22) a (23):

p. = Za iy~ Gl ) QL y) _ 12x2074 — 204 x 32
T oYl - QR x)? 0 12x3642 - 2042
= —0,977
by = 7 — by% = 11 — (=0,977)x 17 = 27,609

(22) a (23)

Vysledna rovnica regresnej priamky je §; = 27,609-0,977x;.

2.4.2 Odhad autorit socialnych sieti

Tento problém je omnoho zloZzitejSi. V prvom kroku bolo
potrebné vyextrahovat udaje z portalu ,sme.sk” ulozit do
pamate programu a nasledne uloZit do databazy, ktora by
umozniovala vykonavanie dalSich potrebnych operacii.
Vyextrahované udaje obsahovali hodnoty nasledovnych
premennych pre kazdého ucastnika webovej diskusie:
priemerné hodnotenie prispievatefa, ,karma®, priemerny
poCet znakov prispevku, priemerna poloha v strome,

18
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priemer reakcii na prispevok diskutéra a samotny pocet
prispevkov. Ukazka tychto udajov sa nachadza v Tab.3.
Tieto udaje boli rozSirené o zavislu premennu Y, ktora je
nazvana hodnotenie a reprezentuje nazor experta alebo
nazor ostatnych ucastnikov diskusie na to nakolko je
hodnoteny uc€astnik diskusie autoritou (vid Tab.3).
Hodnotenie ostatnych ucastnikov diskusie bola nazvana
,mudrost’ davu®.

Tab.2 Podporné vypocty regresnej priamky podla (22) a (23).

yi Xi Xiyi Yin2 Xin2
n=12 9 18 162 81 324
Yy-11 5 24 120 25 576
X prie= 18 9 162 324 81
17
14 15 210 196 225
10 17 170 100 289
12 16 192 144 256
7 20 140 49 400
11 15 165 121 225
5 22 110 25 484
16 14 224 256 196
14 15 210 196 225
11 19 209 121 361
SPOLU 132 204 2074 1638 3642

V pripade ohodnotenia expertom bol kazdy jeden prispevok
precCitany a zvoleny expert mu pridelil vysledné hodnotenie
autoritativnosti v intervale od 1 do 100. V pripade, ak mal
jeden diskutér viac prispevkov, jeho vysledna autorita sa
vypocCitala ako podiel suctu vSetkych jeho hodnoteni
autoritativnosti a poCtu prispevkov v diskusii.

Co sa tyka ohodnotenia podla mudrosti davu, déraz bol

19



Nové trendy SU — Statisticky pristup

kladeny na nazory velkého poctu ludi, ktori sa navzajom
neovplyvnhovali. Zakladna myslienka tohto pristupu je, Ze
ked su spravne agregované aj nedokonalé hodnotenia
jednotlivcov, vieme ziskat vysledok, ktory je lepSi ako
najlepsSi ziskany odhad. Toto je podobny princip, na akom
pracuje aj zlozena Kklasifikacia, resp. ucenie suborom
metod, ktorym je venovana 5. kapitola.

Tab.3 llustracia dat (hodnét nezavislych premennych pre
jednotlivych uGcéastnikov webovej diskusie, pricom kazdému
ucastnikovi je venovany jeden riadok) rozsSirenych o zavislu
premennu Hodnotenie

Nickname Hodnotenie Karma Pofetznakov Polohavstrome Priemerreakcii Pocet prispevkov Hodnotenie
PeterZ 60 106 26 0 1 1 80
Vi B0 182 0 2 05 2 100
far B 5455 3 15 2 %
zandokansss BD 182 515 4 05 2 o
Peter 5 50 ] 125 ] i} 1 50
Darkman B0 167 17 3 1] 1 il
Jesse Finkman 0 05 L5 15 ] 0
mm 60 108 2] 1 1 1 60
ViviD BD 18D 306 33333338 1 3 1]
yisnatt o B 206 3 i} 1 B0
Rz Wers B0 180 128 35 15 1 100
Zoft B 15 i 4 1 1 B0
MEj B 188 an 3,666665667 0,333333333 3 20
pizjinma Bon 1325 1 1 ] il
kekonomoy_duch B M 1 15 1 il

Odhad autority bol realizovany prostrednictvom linearnej,
polynomialnej a tiez nelinearnej regresie, pricom vsetky tri
funkcie boli uéené na zaklade hodnotenia experta a aj
mudrosti davu. S polynomialnou  regresiou je mozné
prostrednictvom transformacie pracovat ako s linearnou
regresiou. Teda celkovo bolo nauenych 6 funkcii
viacnasobnou regresiou, kedZze sme mali k dispozicii nie
jednu ale Sest nezavislych premennych. Funkcie boli
naucené v programovacom prostredi Matlab, ktoré
disponuje okrem iného aj metdédami regresnej analyzy. Pred
samotnym vypoc¢tom bolo potrebné zadefinovat’ ueny tvar
funkcie pre kazdu z troch typov regresie. Tieto tri navrhnuté
tvary funkcii, ktorych parametre boli pocitané, su uvedené
v rovniciach (24) az (26).

20



Nové trendy SU — Statisticky pristup

Linearna regresia:
y=cl*H+c2*xK +c3 PR+ c4*PZ+c5%*PS+c6*PP

(24)

Polynomialna regresia:
y=cl*xH3>+c2*K?2+c3 PR+ c4*PZ+c5%*PS+c6xPP

(25)

Nelinearna regresia:

y=cl*xH+c2+K%®+c3%PR +c4xPZ0+¢5xpscll
+c6 * PP1?

(26)

kde: H je hodnotenie, K je karma, PR je pocet reakcii, PZ je
poCet znakov, PS je poloha vstrome, PP je pocet
prispevkov. Vysledné naucené funkcie su uvedené v Tab.4.

Vysledkom ucenia je Sest funkcii, z ktorych je potrebné
vybrat tu najrelevantnejSiu, ktora by dokazala s co
najlepSou presnostou urcit autoritu diskutéra. Preto na
testovacej vzorke bola testovana uspeSnost vSetkych
modelov. Testovanie bolo zalozené na vypocte priemeru
odchylok. Tieto odchylky boli vypocitané z rozdielov medzi
stanovenymi hodnotami zavislej premennej (Ci uz expertom
alebo davom) ahodnotami vypocitanymi pomocou
nauCenych zavislosti. Do uvahy boli braté absolutne
hodnoty odchylok. Nakoniec boli vSetky ziskané hodnoty
spriemerované, aby sme dostali jednu hodnotu pre kazdy
druh  regresie. Priemerné hodnoty odchylok su
prezentované v Tab.5, z ktorej vyplyva, Ze najpresnejSia je
linedrna regresia u€ena z mudrosti davu.

Tento nau€eny model priniesol lepSie vysledky ako metoda
ohodnotenia podla nazoru experta, ktory hodnoti prispevok
diskutéra podla svojho subjektivneho nazoru, zatial ¢o pri
modeli nauenom z mudrosti davu sa berie do uvahy
hodnotenie pocetnejSej skupiny pouzivatelov. Viac v [8].
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Tab.4 Najdené zavislosti hodnoty autority

Linearna regresia EXPERT

0,4383 * H + 0,0746 * K + (-3,4386) * PR + 0,0281 * PZ + (-2,1932) *
PS + 8,0102 * PP

Linearna regresia DAV

0,43854 * H + 0.325 * K + (-0.0853) * PR + 0,002 * PZ + (-0,2928) *
PS + 1,0728 * PP

Polynomialna regresia EXPERT

0,0001 * (H)*3 + 0,0004 * (K)"2 + (-2,0557) * PR + 0,0303 * PZ + (-
1,5539) * PS + 12,1589 * PP

Polynomialna regresia DAV

0,0001 * (H)A3 + 0,0009 * (K)*2 + 1,9875 * PR + 0,0043 * PZ +
0,7473 * PS + 6,7507 * PP

Nelinearna regresia EXPERT

0.0382*(H)"1.7192+ (-0.3295)* (K)"0.9590+ (-0.6269)*(PR)" 3.2394+
0.4470*(PZ)"0.6810+ 0.1825%(PS)"0.0001+ 20.2509*(PP)" 0.2977

Nelinearna regresia DAV

0.0185*(H)"1.8135+  141.5704*(K)(-78.3900)+  (-0.5562)*(PR)"
0.0001+  0.0018  *(PZ)*1.0457+  (-0.0011)  *(PS)"3.7717+
37.6642*(PP)"0.0038

Tab.5 Priemerné hodnoty odchylok pre kazdy typ regresie

Trénovacia mnozina

Typ regresie Hodnotenie podla Priemer odchylok
EXPERT 17,34888586
Linearna regresia - =
MUDROST DAVU 3,29984747
Polynomialna EXPERT 24,01229093
regresia MUDROST DAVU | 8,791176793
EXPERT 18,11310462

Nelinearna regresia - -
MUDROST DAVU 6,56185723
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3 LOGISTICKA REGRESIA

Predpokladajme, Ze mame Kk dispozicii datovud mnozinu,
v ktorej odpoved padne do jednej z dvoch kategoérii Muz
alebo Zena v zavislosti na vyske osoby. Logisticka regresia
nemodeluje presne tuto odpoved ale skér
pravdepodobnost, Zze odpoved padne do jednej z tychto
dvoch kategorii €o ilustruje Obr.8. Teda modelujeme
nasledovné pravdepodobnosti: Pr(pohlavie = Zena | vyska),
Pr(pohlavie = Muz | vySka).

Regression of Sex on Height

11 e O O

10 _: 30 50 ?0 QL—’ %Male
0.9
0.8 4 Regression Line /
0.7 s
0.6
0_5_: P=.50 :
o 0.4
0.3 1
0.2
0.1
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04 4" 70I 50-30| . I5
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Obr.8 Model zavislosti pravdepodobnosti pohlavia na vySke osoby
zalozeny na logistickej regresii [9]

Z Obr.8 je jasné, ze ked je osoba velmi malicka, takmer isto
je to Zena. Na druhej strane, ked vySka osoby presiahne
urcitu hodnotu, takmer isto je to muz.

Trochu si to zjednoduSime a budeme pracovat s inymi
hodnotami zavislej premennej a to Ano a Nie namiesto Muz
a Zena, alebo inak povedané Ano - je to muz alebo Nie —
nie je to muz, je to Zena. Teda nas bude zaujimat
pravdepodobnost, Ze ide o muza Pr(muz = Ano | vyska)
v zavislosti na vySke osoby. Vieme, Ze tato
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pravdepodobnost’ je €islo medzi 0 a 1. Ak chceme zostavit
predikény model, musime stanovit hranicu tejto
pravdepodobnosti, za ktorou budeme osobu povaZovat za
muza, napr. Pr(muZ = Ano | vyska) > 0.5. Ak chceme byt
striktnejSi, resp. presnejsi, mézeme zvolit vysSiu hodnotu
hranice - prahu, napr. Pr(muz = Ano | vyska) > 0.7. Vo
vSeobecnosti by sme mohli povedat, Ze potrebujeme
modelovat pravdepodobnost zavislej premennej Y na
nezavislej premennej X, teda Pr(Y = 1]X), kde bolo Ano
nahradené hodnotou 1. Vliterature [1], bol zavedeny
skrateny zapis tejto pravdepodobnosti vo forme Pr(X). Pri
tomto skratenom zapise potom mdbzeme povedat, ze
hladame zavislost Pr(X) na X. Teda ak budeme vychadzat
z toho, ¢o sme sa naudcili z linearnej regresie, povieme, ze
hlfadame nasledovny model:

P(X)=,30+ﬁ1'X (27)

To je najjednoduchsi model, ktory ale sa nepodoba na ten
model, ktory potrebujeme dosiahnut. Tento model je
reprezentovany linearnou priamkou, teda pre velké hodnoty
vySky budeme mat ovela vacsSie hodnoty pravdepodobnosti
ako 1. Teda takato predikcia nie je dost citliva ani vhodna
na odhad pravdepodobnosti, ktora musi byt medzi
hodnotami 0 a 1. Aby sme sa vyhli tomuto problému,
musime najst’ iny model pouzitim funkcie, ktora bude davat
vystup ako hodnotu z intervalu (0,1) pre vSetky hodnoty X.
Bolo by mozné najst mnoho funkcii, ktoré spinaju tuto
podmienku. Jednou z nich je aj logisticka funkcia (28):

eﬁ0+ﬁ1'x (28)

Tato funkcia je ilustrovana aj na Obr.8, z ktorého je jasné,
Ze zavisla premenna nemé6ze nadobudat’ hodnotu mensSiu
ako 0 ani hodnotu vacésiu ako 1 pri akychkolvek hodnotach
nezavislej premennej. Logisticka funkcia produkuje krivku
tvaru S

Ako sa k tomuto vztahu mdézeme dopracovat? Uvazujme
osobu s urCitou vySkou. Aka je Sanca ze tento Clovek je
muz? Sanca vo vSeobecnosti je pomer pravdepodobnosti,
Ze nieco plati ku pravdepodobnosti, Ze to neplati.
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Teda Sanca = p(pravda)/p(nepravda), pricom p(nepravda) =
1-p(pravda). Ztoho vyplyva nasledovny vztah (29) pre
Sancu nejakého javu X. Tato Sanca sa zvykne oznacovat
,0dds”a mdze nadobudat hodnoty medzi 0 a «.

odds(X) = :;)20. (29)

Ak nieCo plati pre 1 zo 4 ludi (jeden zo Styroch ma
pozorovanu vlastnost), Sanca vyskytu tejto vlastnosti je a
lebo jej pravdepodobnost sa rovna 0.2 a teda Odds=0.2/(1-
0.2)=0.25. Teda Sanca aj pravdepodobnost’ su velmi malé.
Ak vezmeme do uvahy optimistickejSi pripad, ked nejaku
vlastnost ma 9 z 10 fudi, potom p(X) = 0.9 implikuje
0dds=0.9/(1-0.9)=9.

Plati, Ze logaritmus Sance ma linearny vztah k prediktorom
a v doésledku toho plati aj nasledovny vztah:

X

Lava strana tejto rovnice sa zvykne nazyvat ,log-odds
alebo ,logit“. Plati, Ze logisticky regeresny model ma logit,
ktory je linearne zavisly na X. Ak 1 ma pozitivnu hodnotu,
potom narast X implikuje narast p(X). Ak B1 ma negativnu
hodnotu, potom narast X je spojeny s poklesom p(X).

Ked obidve strany rovnice (30) vlozime ako argumenty do
exponencialnej funkcie, dostaneme nasledovny vztah:
PX)  _ popax (31)
1-pX)

Ak tuto rovnost upravime takym spdsobom, Ze pouzijeme
rovnicu (27) ako substituciu dostaneme vztah (28) teda
nasu logisticku regresnu funkciu.

3.1 Odhad regresnych koeficientov

Koeficienty Bo a 1 su nezname a mdézu byt odhadnuté na
zaklade dostupnych trénovacich udajov. V kapitole 2.
tykajucej sa linearnej regresie bolo uvedené, ze na odhad
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regresnych koeficientov sa pouziva metdéda najmensich
Stvorcov. Aj v pripade logistickej regresie mézeme pouzit
nelinearnu metddu najmensSich Stvorcov. VSak lepSie bude
pouzit vSeobecnejSiu metddu maximalnej podobnosti, ktora
ma lepSie Statistické vlastnosti. Teda snazime sa najst také
hodnoty koeficientov Bo a B1, ktoré zabezpecia, aby sme zo
vztahu (28) dostali hodnotu p(X) blizku jedna pre vsetky X,
pre ktoré plati dana hypotéza a p(X) blizke 0 pre vSetky X,
pre ktoré tato hypotéza neplati. Tato interpretacia méze byt
matematicky formalizovana rovnicou (32), ktora sa nazyva
funkcia podobnosti:

o) = ) pe) Y (1=pGD)

iy;=1 i’;y{:O

(32)

Aby sme ziskali odhad tychto parametrov $, a f; musime
najst maximum funkcie podobnosti. Ako bolo spomenuté
funkcia podobnosti predstavuje velmi vSeobecny pristup,
pouzivany s uspechom v mnohych nelinearnych modeloch.
Metdda najmensSich Stvorcov je Specialnym pripadom tejto
funkcie podobnosti.

Vytvaranie predikcii. Predpokladajme, zZe mame
k dispozicii data o platobnej neschopnosti v zavislosti na
vySke balansu na kreditnej karte. Potrebujeme z nich
naucCit model zaloZeny na logistickej regresii, ktory bude
predikovat pravdepodobnost bankrotu. Najprv musime
odhadnut’ (vypocitat) hodnoty koeficientov tohto modelu na
zaklade dat, ktoré mame Kk dispozicii. Povedzme, Zze
dostaneme vysledok uvedeny v Tab.6.

Tab.6 Hodnoty koeficientov modelu zalozeného na logistickej
regresii

Koeficient Hodnota koeficientu Std. error
Bo -10.6513 0.3612
ﬁAl 0.0055 0.0002

Ked mame odhadnuté koeficienty, mézeme pristupit
k samotnej predikcii. Ak je vySka balansu 1000 Euro,
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potom odhad pravdepodobnosti bankrotu podla vztahu
(28) vyzera nasledovne:

e—10.6513+0.0055'1000 (33)

= 0.00576

p(X) = 1 + ¢-10.6513+0.0055-1000

Tato pravdepodobnost bankrotu vysSla mensia ako 1%. Ak
sa vSak hodnota balansu zvySi na 2000 Euro, potom
aj pravdepodobnost bankrotu sa podstatne zvySi na
hodnotu 0.586 Co predstavuje 58,6%. Tento priklad bol
prevzaty z [1], kde je mozné najst viac informacii
o logistickej regresii ako aj o odhade regresnych
koeficientov.

3.2 Viacnasobna logisticka regresia

Pri viacnasobnej logistickej regresii rieSime problém
predikcie binarnej odpovede pouzitim viacerych prediktorov
(atributov). Teda modelujeme zavislu premennu, ktora
moZe nadobudat dve hodnoty a je zavisla na viacerych
nezavislych premennych. Zoberieme rovnicu (30), ktora
bola odvodena pre jednoduchu logisticku regresiu
a zovSeobecnime ju tak Ze namiesto jednej nezavislej

premennej pouzijeme p nezavislych premennych — p
prediktorov (X, ... ,X;), ¢Cim dostaneme vztah (34):
p(X) (34)
log———=Bo+ P X1+ +Bp'Xp

1-pX)

Z tohto vztahu mézeme odvodit nasledovnu rovnicu pre
odhad  pravdepodobnosti  predikovaného javu -
pravdepodobnosti hodnoty zavislej premennej:

ePotBrXi+ - +PBpXp (35)
p(X) = 1 + eﬁ0+B1.Xl+...+ﬁp.Xp
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Podobne ako pri jednoduchej logistickej regresii pouzijeme
metédu maximalnej podobnosti na odhad koeficientov

Bo, Brs By -

3.3 Logisticka regresia pre viac ako dve triedy

Zatial €o pri viacnasobnej regresii sa uvazZuje viac
prediktorov, teda nezavislych premennych, pri viactriednej
regresii sa uvazuje viac ako dve zavislé premenné — viac
ako dve triedy. Ako priklad mdéze posluzit skupina troch
najCastejSich diagn6z traumatologickej ambulancie na
pohotovosti a to: infarkt, predavkovanie liekmi a epilepticky
zachvat. Teda potrebujeme modelovat dve
pravdepodobnosti:

Pr(Y = infarkt | X) a Pr(Y = predavkovanie liekmi | X),
priCom pre poslednu diagnozu plati :

Pr(Y = epilepticky zachvat | X) = 1 - Pr(Y = infarkt | X) -
Pr(Y = predavkovanie liekmi | X).

Logisticka regresia pre dve triedy z predchadzajucej
podkapitoly ma svoje rozSirenie vo forme logistickej
regresie pre viac ako dve triedy, no v praxi nie je tendencia
ho velmi pouzivat. Pre viac triednu Kklasifikaciu sa
najCastejSie pouziva diskriminaCna analyza, o ktorej sa
viac mozno dozvediet zo zdrojov [1] a [10].
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4 METODA PODPORNYCH VEKTOROV

Metéda podpornych vektorov je aj v slovenskych
vedeckych kruhoch znama pod skratkou SVM (ang.
Support Vector Machines) [1]. Tato metdéda sa objavila
v komunite vedcov ,pocitaCiarov vroku 1990 ado
dnesnych Cias je velfmi popularna, pravdepodobne preto,
Ze pri rieSeni mnohych problémov dava najlepSie vysledky.
SVM vzniklo ako zovSeobecnenie jednoduchého a velmi
intuitivneho klasifikatora nazvaneho Klasifikator
maximalneho rozpétia (ang. Maximal Margin Classifier) [1].
Avsak tento klasifikator nie je mozné aplikovat na vacsinu
dat, ktoré nie su linearne separabilné. To znamena, ze
dokaze spracovat iba data, ktorych triedy je mozné
separovat linearnou priamkou (hranicou). Preto bolo
navrhnuté rozSirenie tohto klasifikdtora  nazvané
Klasifikator podpornych vektorov (ang. Support Vector
Classifier) [10], ktoré je mozné aplikovat na vacSinu dat.
Dalsim rozsirenim je Stroj podpornych vektorov (ang.
Support Vector Machine), ktory je schopny pracovat aj
S nelinearnymi hranicami tried.

Aby sme sa dostali dalej, musime definovat pojem
hyperrovina  (ang.  Hyperplane). Hyperrovina v p
dimenzionalnom priestore je podobny utvar ale vp-1
dimenzionalnom priestore. Napriklad je hyperrovina
2_dimenzionalneho priestoru musi byt 1_dimenzionalna
ateda je to priamka. Podobne hyperrovina
3_dimenzionalneho priestoru musi byt 2_dimenzionalny
utvar a teda rovina. Takato hyperrovina sa méze pouzit na
separovanie prikladov dvoch tried od seba, teda na
klasifikaciu. Prikladom takého typu klasifikacie je aj
takzvana Linearna prahova jednotka (ang. Linear
Threshold Unit) [11]. Problémom je, Ze linearne
separovatefné data je mozné vacsinou separovat
viacerymi hyperrovinami, ako to ilustruje Obr.9. V jeho
lavej Casti su nakreslené tri rézne rieSenia — tri
hyperroviny, teda priamky, kedZe ide o dvojrozmerny
priestor. Musime pouzit nejaké hodnotiace kritérium kvality
tychto troch rieSeni, aby sme vybrali jedno, ktoré je
ilustrované v pravej Casti obrazku.
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Obr.9 llustracia linearnej prahovej jednotky pouzitej na
separovanie prikladov dvoch tried [1]

Vo vseobecnosti existuje nekonecné mnozstvo takychto
hyperrovin v pripade, Zze mame k dispozicii data, ktoré su
perfektne separovatelné. A prave Klasifikator maximalneho
rozpétia (ang. Maximal Margin Classifier) je t& metdda,
ktora nam pomdzZe vyhnut sa problému vyberu jedného
najlepsSieho rieSenia.

4.1 Klasifikator maximalneho rozpatia

Ulohou tohto klasifikdtora je najst taku separujicu
hyperplochu, ktora je najdalej od trénovacich prikladov.
Aby sme ju nasli, musime vypocitat vSetky vzdialenosti
trénovacich  prikladov od separujucej hyperplochy.
NajmensSia ztychto vzdialenosti sa nazyva okraj. Na
Obr.10 sa nachadzaju dva okraje. ESte musime vediet
zistit, na ktorej strane hyperplochy vratane okrajov sa
nachadzaju testovacie priklady. Potom ich vieme
klasifikovat. Tak sa dostavame ku klasifikatoru
maximalneho rozpatia, ktory je ilustrovany na Obr.10.
Hyperplocha maximalneho rozpatia je nakreslena plnou
Ciarou. Vzdialenosti od plnej ku Ciarkovanym Ciaram —
okrajom, predstavuju  rozpatie. Tato  separacna
hyperplocha je reprezentovana priamkou umiestnenou
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v strede SirSieho pasu, ktory bol vioZzeny medzi dve triedy.

Obr.10 llustracia kalsifikacie do dvoch tried pomocou klasifikatora
maximalneho rozpitia [1]

Klasifikator, ktory ma velké rozpatie na trénovacich
prikladoch, bude mal mat' velké rozpatie aj na testovacich
prikladoch a teda bude presnejsi. Klasifikator maximalneho
rozpatia je Casto uspeSny, ale taktiez mozZe viest
k preuceniu pri vysoko dimenzionalnom priestore prikladov.
Na Obr.10 vidime, Ze tri trénovacie priklady maju rovnaku
vzdialenost od separujucej hyperplochy alezia na
preruSovanych Ciarach, ktoré indikuju rozpatie, alebo Sirku
okrajov. Tieto trénovacie priklady su reprezentované
vektormi, ktoré vychadzaju zo separujucej hyperplochy
a smeruju k okrajom a nazyvame ich podporné vektory. Ak
sa tieto trénovacie priklady posunu hoci malicko, posunie
sa aj poloha hyperplochy maximalneho rozpatia. Ak sa
posunu iné trénovacie priklady, ktoré nie su podpornymi
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vektormi, poloha separujucej hyperplochy ostane rovnaka.
Teda poloha hyperplochy maximalneho rozpatia zavisi de
facto na malom pocte ddlezitych pozorovani — na malom
pocte podpornych vektorov.

Ako teda mbézeme skonstruovat hyperplochu maximalneho
rozpatia? Predpokladajme, n trénovacich prikladov: xi, ...,
Xn a klasifikacné triedy oznackované: yi, ..., yn € {-1, 1}.
Hladanie hyperplochy maximalneho rozpatia je potom
optimalizaCny problém, pri ktorom sa hlada maximalne M
definované rovnicou (36):

Vi(Bo + Brxin + -+ +Bpxip) = M,i=1,...,n (36)

PriCom plati formula (37)
p
Y=t
j=1

Obmedzenie definované v rovnici (36) garantuje, ze kazdy
trénovaci priklad bude na spravnej strane hyperplochy,
kedZe ona je definovana nasledovne pomocou (38).

(Bo + Brxis + -+ +Bpxsp) = 0. (38)

(37)

Da sa dokazat, ze kolma vzdialenost od trénovacieho
prikladu k hyperploche sa rovna:

Vi(Bo + Bixin + - +Bpxip)- (39)

Je potrebné si uvedomit, Zze M reprezentuje rozpatie, resp.
okraje hyperplochy, preto je potrebné M maximalizovat. Ak
by M=0, to znamena Ze deliaca hyperplocha by nemala
Ziadne rozpatie ani okraje. Ak su trénovacie priklady oboch
tried v priestore premieSané ateda priestor nie je
separabilny, potom sa klasifikator maximalneho rozpatia
nemdze pouzit. Ale je mozné rozSirit tento koncept
pouzitim takzvanych makkych okrajov ,soft margin®, na
ktorych je vybudovany klasifikator podpornych vektorov.
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4.2 Klasifikator podpornych vektorov

Klasifikator maximalneho rozpatia z predchadzajuce;j
podkapitoly nevyhnutne perfektne a striktne Klasifikuje
vSetky trénovacie priklady ale na druhej strane je vefmi
senzitivny na individualne pozorovania. Ak zmenime
polohu hoci len jedného prikladu nasledkom bude
dramaticka zmena polohy hyperplochy maximalneho
rozpatia, ¢€o ilustruje Obr.11. V lavej Casti obrazku je
najdena optimalna hyperplocha pre zadané data -
trénovacie priklady. Staci pridat jeden jediny novy
trénovaci priklad (vid pravu cast obrazku) a poloha
hyperplochy sa pootoCi o takmer 40 stupfiov. Na viac tato
nova hyperplocha je menej uspokojujuca ako
predchadzajuca, pretoze ma tensie rozpatie.

Obr.11 llustracia citlivosti klasifikatora maximalneho rozpatia na
zmenu polohy individualnyh pozorovani [1]

RieSenie s prili§ tenkym rozpatim je problém, lebo
dostato¢na vzdialenost klasifikovaného prikladu od deliacej
hyperplochy je zarukou toho, Ze priklad bol spravne
klasifikovany.

Preto bolo navrhnuté rozSirenie na taky klasifikator, ktory
nebude musiet perfektne klasifikovat vSetky trénovacie
priklady do jednej z dvoch tried, ale v niekofkych malo
pripadoch mu je dovolené urobit chybu. Na druhej strane
bude robustnejSi vo vztahu k individualnym pozorovaniam
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(trénovacim prikladom) a bude lepSie klasifikovat vacsinu
trénovacich prikladov. Obetujeme chybnu klasifikaciu zopar
trénovacich prikladov za lepSiu klasifikaciu zvySnej vacsiny,
teda pouzijeme nieCo ako makké okraje (soft margins).
Budeme makki, lebo prizmurime oc€i nad nespravnou
klasifikaciou v niektorych pripadoch. Takyto klasifikator sa
niekedy nazyva klasifikator mékkého okraja (Soft Margin
Classifier), ale ovela znamejSi nazov tohto rozSireného
klasifikatora je Klasifikator podpornych vektorov. Tento
klasifikator pripusta, ze niektoré trénovacie priklady su vo
vnutri rozpatia ato bud na spravnej strane deliacej
hyperplochy, ale niekedy mézu padnut aj na opacnu stranu
hyperplochy. Aj to sa zriedkavo pripusta aj ked' je to velmi
nevitany uUkaz, kedZe odpoveda chybnej klasifikacii.
RieSenim tohto problému je dalSia optimalizacia, ktora je
popisana v zdroji [1].

4.3 Stroje podpornych vektorov

Stroje podpornych vektorov je preklad z anglického nazvu
Support Vector Machines (SVMs), ktory je aj v slovenskych
vedeckych kruhoch bezZne rozSireny. Preto v nasledujucom
texte budeme sa na tento klasifikator odvolavat skratkou
SVM alebo SVMs. Aby to nebolo také jednoduché,
v literature sa uvadza tato skratka v dvoch obdobach
v jednotnom aj mnoznom Ccisle. Existuju SVMs - Support
Vector Machines, ktoré predstavuju skupinu dvoch
klasifikatorov ato po,prvé Kilasifikator s nelinearnou
rozhodovacou hranicou (Classification with Non-linear
Decision Boundaries) apo druhé Stroj podpornych
vektorov - SVM (Support Vector Machine). Zatial ¢o
klasifikator s nelinearnou rozhodovacou hranicou pouziva
nelinearne funkcie na simulaciu deliacej hyperroviny, stroj
podpornych vektorov (! jeden) pracuje s kernelom [12].

Klasifikator podpornych vektorov, o ktorom sme hovorili
v predchadzajucej podkapitole, je velmi dobrou moznostou
pre klasifikaciu separabilnych dat do dvoch tried, ak
hranica medzi tymi dvoma triedami méze byt linearna.
AvSak v praxi mame Casto k dispozicii data, ktoré vyzaduju
skor hranicu simulovanu nelinearnou funkciou, napriklad
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kvadratickou  funkciou,  kubickou  funkciou alebo
polynomialnou funkciou vysSieho radu. Vtedy musime
pouzit iny klasifikator a najjednoduchS$ie je siahnut po
Klasifikatore s nelinearnou rozhodovacou hranicou. Aby
sme si priblizili tento klasifikator uvazujme namiesto p
atributov  Xy,X5,...,X, vp dimenzionalnom priestore
roz§ireni mnozinu 2p atribltov X;, X7, X,, X3, ..., Xp, X3.

Potom musime maximalizovat M prostrednictvom najdenia
takych koeficientov By, f11, B12,--+ Bp1, Pp2, €1,---, €n QDY
platilo ( 40)

p P (40)
yi| Bo + Zﬁﬂxu + Zﬁjzxizj >M(1-¢),
j=1 j=1
priCom plati:
n 2 (41)
Zei <Ce€ = 0,22[3}%{ =
i=1 ]=1 k=1

Mohli by sme uvazovat namiesto kvadratického polyndmu
polynédmy vySSich radov, alebo pouzit iné zlozZitejSie
nelinearne funkcie namiesto polyndmov a skongit pri
obrovskom mnozZstve atributov az by bola vypoctova
Zlozitost’ nezvladnutelna. Preto je v takom pripade lepSie
pouzit stroj podpornych vektorov (jeden) SVM.

4.4 Stroj podpornych vektorov

Stroj podpornych vektorov (SVM) je ako bolo naznagené
rozSirenie klasifikatora podpornych vektorov, ktoré je
mozné pouzit aj na priestore prikladov s vysokou
dimenzionalitou pomocou kernelovej metody [12].
Predpokladajme, Ze skalarny sucin dvoch r-vektorov a, b je
(a,b) = Xi—, a;b;. Potom skalarny sucin dvoch pozorovani
(trénovacich prikladov) je dany nasledovne:
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2 (42)
(xp, x;) = Z XijXirj
j=1

Da sa dokazat, Ze pre linearny klasifikator podpornych
vektorov plati

d (43)
FO) = o+ ) el x)

Pricom sa predpoklada n parametrov «;,i =1,...,n pre
kazdy trénovaci priklad. Na odhad parametrov By, a4, ..., @,
potrebujeme (721) =n(n—1)/2 skalarnych suc¢inov (x;, x;)
medzi vSetkymi parmi trénovacich prikladov. Pretoze «; je
nenulové iba pre podporné vektory (ak trénovaci priklad
nie je podpornym vektorom potom jeho «; = 0) mbéZzeme
vztah (43) upravit nasledovne:

v (44)
FO) = o+ ) ailxx),

ieS

kde Sje mnozina podpornych vektorov. Teda linearny
klasifikator je zalozeny hlavne na vypocte skalarnych
sucinov. Predpokladajme, Zze mézeme tieto skalarne suciny
nahradit zovSeobecnenim skalarneho sucinu vo forme
kernelu K (x;, x;) €o je funkcia, ktora kvantifikuje podobnost
dvoch pozorovani. V najjednoduchSom pripade méze mat
tvar (45)

P (45)
K(x;,x;) = Z XijXirj
=1

Tento vztah je znamy ako linearny kernel. AvSak mohli by
sme pouzit' aj iny tvar kernelovej funkcie, napriklad (46).

? (46)
K x) = (1+ ) xx )
=1

J

36



Nové trendy SU — Statisticky pristup

Vztah (46) je znamy ako polynomialny kernel stupna d,
kde d je pozitivne celé Cislo. Pouzitim polynomialneho
kernela v klasifikatore podpornych vektorov je mozné
dosiahnut ovela flexibilnejSie tvary deliacich hranic na
separovanie prikladov dvoch tried od seba.

Ak je Klasifikator podpornych vektorov kombinovany
s niektorym nelinearnym kernelom, ako napriklad vo
vztahu (46), potom vysledny klasifikator je znamy ako SVM
(support vector machine) a ma nasledovnu formu:

- @47)
FG) = o+ ) @k x).

ieS

Lava Cast Obr.12 ilustruje priklad SVM s polynomialnym
kernelom. Keby sme aplikovali na data v favej €asti Obr.12
linearny Kklasifikator podpornych vektorov, bola by chyba
klasifikacie vysoka. Ak polozime d=1 bude SVM
redukované na klasifikator podpornych vektorov.

DalSia alternativa nelinearneho kernela je popularny
radialny kernel, ktory ma nasledovnu formu:
2 (48)
K(x,x) = exp(=y ) (i = 1))
j=1

V rovnici (48) je y kladna konstanta. V pravej Casti Obr.12
je ilustrované pouzitie SVM v kombinacii s radialnym
kernelom a ako vidiet vysledok separovania dvoch tried od
seba je velmi dobry.
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Obr.12 SVM s polynomialnym kernelom stupina 3 na nelinearnych
datach v lavej €asti obrazku a SVM s radialnym kernelom v pravej
Casti obrazku [1]

Pouzitie kernelovych funkcii ma vyhodu aj v tom, Ze znizuje
vypo¢tovli naroc¢nost, lebo stadi vypocCitat K(x; x;)
namiesto () skalarnych stginov. To je déleZité, lebo

v mnohych realnych aplikaciach SVMs sa pracuje s tak
velkym priestorom atributov, az sa vypoclet stava
nezvladnutelny.
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5 UCENIE SUBOROM METOD

UcCenie suborom metdéd (Ensemble Learning) [10] sa
niekedy nazyva aj u¢enim pomocou zlozeného klasifikatora
[13] alebo ucenie pomocou zdruzenych metéd [14].
V ramci u€enia suborom metdd je vytvarany jeden zlozeny
model, ktory sa sklada zviacerych partikularnych —
Ciastkovych modelov, ktoré mézu mat rovnaku ale aj
odliSnu Strukturu [15]. Pri rovnakej Strukture jednoducho
pouZijeme tu istu metddu strojového ucenia opakovane. Pri
odliSnej Strukture méze byt kazdy Ciastkovy model
natrénovany inou metdédou strojového ucenia. Ucenie
suborom metdéd je motivované realnym Zivotom, ked
o viacerych moznostiach ako realizovat nejaké vyznamné
rozhodnutie nechame rozhodovat viacero autorit v danej
oblasti. Jednoducho budu hlasovat o finalnom rozhodnuti
o vysledku. Viaceré moznosti ako rozhodnut je mozné
v oblasti strojového ucenia interpretovat ako viaceré triedy
a autority je mozné nahradit’ Ciastkovymi klasifikatormi teda
modelmi, ktoré boli natrénované jednou alebo viacerymi
metddami strojového ucenia pri pouziti tych istych alebo aj
rozdielnych parametrov. PreCo je dobré si takto
komplikovat Zzivot? Preto, lebo ucenie suborom metdd
prinaSa spravidla zvySenie presnosti a stability modelov.
Nevyhodou je vacSia vypoCtova naroCnost suvisiaca
s vacSou zlozitostou modelu. AvSak, niekedy je mozné
Ciastkové modely trénovat paralelne a tak znizit vysoku
vypoctovu naro¢nost.

ZloZenou klasifikaciou ma zmysel sa zaoberat, pretoze
zvySuje efektivnost klasifikacie slabych klasifikatorov
pomocou hlasovania viacerych slabych, alebo tzv.
partikularnych  klasifikatorov o kone¢nej klasifikacii do
konkrétnej kategorie. Slaby klasifikator je taky, ktorého
presnost je len omalo vySSia ako presnost nahodnej
klasifikacie. Preto prave pre tieto klasifikatory je vhodné
hladat' techniky zvySovania efektivnosti, napriklad zloZenou
klasifikaciou. Efektivnost klasifikacie vo vSeobecnosti zavisi
od viacerych skutoCnosti. Hlavne od vhodnosti vyberu
klasifikatného algoritmu pre danu uUlohu aod kvality
trénovacej mnoziny. Kvalita trénovacej mnoziny zavisi od
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toho, Ci su sledované hodnoty vSetkych relevantnych
atributov, &i nie su medzi atributmi aj irelevantné atributy,
nakolko presné su pozorovania (trénovacie priklady) - Ci nie
su zasumené apod. Za predpokladu, Ze trénovacia
mnozina nie je dostato¢ne kvalitna, aby zabezpecila vysoku
presnost klasifikacie, je mozné formovat rbézne vybery
z trénovacej mnoziny.

Teda mbézeme povedat, Ze hlavny ciel u€enia suborom
metdd je vytvorit predikény model (zlozeny klasifikator)
kombinovanim sily kolekcie viacerych jednoduchych
zakladnych modelov [10]. Pozname viacero druhov tychto
zlozenych klasifikatorov. NajznamejSie su Bagging,
Random Forest (Nahodny les), Boosting a Stacking
(Stohovanie). Kazdému z tychto modelov bude venovana
jedna z nasledujucich podkapitol. Bagging a nahodny les
su modely ucené suborom metdod vhodné pre ulohu
klasifikacie, kde ,komisia“ stromov hlasuje za predikovanu
triedu. Boosting je tieZ metdda zaloZena na hlasovani
komisie, ale je komplikovaniejSia vtom, ze slabé
klasifikatory sa vyvijaju v Case a €lenovia komisie maju
vazené hlasy. Stacking je novy pristup kombinujuci silu
velkého poc¢tu modelov vychadzajucich z rozdielnych
trénovacich algoritmov strojového ucenia.

UcCenie suborom metdd pozostava z dvoch uloh. Po prvé je
potrebné natrénovat zakladné klasifikatory z trénovacich
dat. Po druhé je potrebné kombinovat tieto zakladné
klasifikatory do zloZzeného klasifikatora, resp. zloZzeného
prediktora. To plati napriklad pri metdédach bagging
anahodny les. Metdéda boosting ide dalej a buduje
skupinovy klasifikator tym, Ze uskuto€niuje regulaciu
a kontrolované hladanie vo vysoko dimenziounalnom
priestore slabych klasifikatorov.

Pri samotnom uceni zloZzeného klasifikatora, sa najprv
musia naucit’ partikularne klasifikatory, pretoZze na zaklade
ich hlasovania sa rozhodne o vyslednej klasifikacii nového
prikladu zlozenym klasifikatorom. Ako Ciastkové,
partikularne modely su velmi dobre pouzitelné stromové
modely. Budeme uvadzat priklady pouzitia metdéd bagging
a boosting, kde v ulohe partikularnych, resp. zakladnych
klasifikatorov ~ bol  pouzity  algoritmus  generujuci
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rozhodovacie stromy C4.5 [16]. Experimenty s uvedenymi
metddami optimalizacie vysledkov zakladnych
klasifikacnych algoritmov boli aplikované na rieSenie
problému kategorizacie textovych dokumentov [17].

5.1 Bagging

Bagging je metéda na zlepSovanie vysledkov
klasifikacnych algoritmov, ktora bola navrhnuta Breimanom
[18]. Jej nazov je odvodeny zo slovného spojenia
‘bootstrap aggregating”. Tato technika formuje rozlicné
vybery z pdvodnej trénovacej mnoziny a nad kazdou
podmnozinou — vyberom natrénuje partikularny slaby
klasifikator niektorym zvolenym algoritmom strojového
uCenia. O vysledku klasifikacie nového pripadu sa
rozhodne takzvanym ,hlasovanim® vSetkych partikularnych
klasifikatorov.

Pre partikularne klasifikatory plati, Ze su nau¢ené tym istym
algoritmom strojového ucenia, ale kazdy =z nich bol
natrénovany na inej podmnozine trénovacich prikladov.
Teda vSetky natrénované partikularne modely maiju
rovnaku Strukturu avo vysledku rovnaku vahu. Preto
metéda bagging dokaze nielen dobre odhadnut
najpravdepodobnejSiu triedu ale aj pravdepodobnosti
jednotlivych  tried. KedZe trénovanie partikularnych
modelov je nezavislé (o neplati v pripade boostingu, kde
kazdy partikularny model je postaveny na
predchadzajucom) je mozné toto trénovanie realizovat
v paralelnej forme.

Samotna metdda baggingu pracuje nasledovne. V pripade
dvojtriednej klasifikacie, klasifikacny algoritmus generuje
klasifikator H: D -2 {-1,1} na zaklade trénovacej mnoziny,
teda kolekcie textovych dokumentov D. Kazdy dokument je
bud klasifikovany do triedy (1), alebo nie je klasifikovany do
triedy(-1) danym klasifikatorom. Defini¢ny obor klasifikatora
H je mnozina dokumentov D a obor funkénych hodnét
klasifikatora H je mnozina kategdérii C. Metdéda bagging
vytvara postupnost M partikularnych klasifikatorov Hm,
m=1,....M, kde M je pocCet vSetkych vyberov (vzoriek)
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trénovacej mnoziny. Tieto partikularne klasifikatory su
kombinované do zloZzeného klasifikatora podla vzorca (49):

M (49)
H(d;.c;) :sign(ZamHm(di,Cj)j

m=1

V tomto vzorci okrem hlasov partikularnych klasifikatorov
Hm vystupuju aj konstanty am, ktoré su vypocitané
algoritmom baggingu alebo aj boostingu a hodnotia
prispevok kazdého partikularneho klasifikatora ku presnosti
vyslednej klasifikacie. Ulohou tychto konstant je ponechat
vacsi vplyv presnejsSim partikularnym klasifikatorom.

Vztah (49) je mozZné interpretovat ako hlasovanie
partikularnych klasifikatorov, kde trénovaci priklad -
dokument di je klasifikovany do triedy c;j, pre ktoru hlasuje
vacsSina partikularnych klasifikatorov. Parameter dm,
m=1,...,M posiliiuje vplyv presnejSich Kklasifikatorov na
kone¢nu predikciu triedy. Hlasovanie partikularnych
klasifikatorov ilustruje Obr.13. Za predpokladu, Ze pocet
partikularnych klasifikatorov je M=4, potom podla Obr.13 tri
partikularne klasifikatory hlasuju za zaradenie dokumentu
di triedy ¢; a jeden hlasuje proti (Hi1=Hs=Hs=1, H>=-1). Teda
suma Hm je kladné Cislo a vysledok funkcie signum je 1,
teda vysledné rozhodnutie zloZeného klasifikatora je
zaradit dokument di do triedy c; . PriCom sa predpoklada,
Ze a1= a»= a3= a4=1.
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Obr.13 Hlasovanie partikularnych klasifikatorov [13]

VySSie popisany postup reprezentuje metodu, ktora sa
nazyva ,zakladna verzia baggingu“ [18]. AvSak, su zname
aj dalSie podobné stratégie — ,bagging like strategies®,
ktoré rozdeluju povodnu trénovaciu mnozinu na M rovnako
velkych podmnozin. Nad tymito podmnoZinami sa
natrénuje M partikularnych klasifikatorov, ktoré sa zdruzia
do jedného zlozeného Kklasifikatora. Tieto baggingové
stratégie su ilustrované Tab.7, kde originalna trénovacia
mnozina pozostava zo Sestnastich trénovacich prikladov
oznacenych velkymi pismenami abecedy.

NajznamejSie ztychto stratégii su disjunkiné particie
(disjoint partitions), malé vrecia (small bags), malé vrecia
bez opakovania (no replication small bags) a disjunktné
vrecia (disjoint bags).

Stratégia disjunktnych particii pouziva nahodné rozdelenie
prikladov trénovacej mnoziny do podmnozin, pricom kazdy
priklad sa v podmnozinach nachadza iba raz. Vo
vSeobecnosti plati, Ze ak tvorime M podmnozin, kazda
znich bude obsahovat 1/M c¢ast pdvodnej mnoziny.
Zjednotenie podmnozin vytvori opat pdévodnu mnozinu.
Klasifikator H  ziskany  zloZzenim partikularnych
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klasifikatorov Hm naucenych na disjunktnych particiach,
dosahuje spravidla najlepSie vysledky zo vSetkych
baggingovych stratégii.

Tab.7 Rozlicné stratégie delenia trénovacej mnoziny na
partikularne podmnoziny

Pévodna ABCDEFGHIJKLMNOP

mnozina

Disjunktné ABCD EFGH JKL MNOP
particie

Malé vrecia ACHL BPLP DIOH KCFK
(MV)

MV bez ACHL OPLN DIOH KCFP
opakovania

Disjunktné A B CD EFGHE 1JKLJ MNOPO
vrecia

V stratégii malych vriec je kazda podmnoZzina prikladov
generovana nezavisle od ostatnych nahodnym vyberom
trénovacich prikladov s mozZnostou opakovania. Jeden
priklad sa méze nachadzat vo viacerych podmnozinach
a aj v tej istej podmnozine sa mdze vyskytovat opakovane.
Zjednotenie particii nemusi davat pdévodnu trénovaciu
mnozinu. Tato stratégia dava najhorsie vysledky.

Stratégia malych vriec bez opakovania sa od
predchadzajucej liSi tym, Ze ziadny trénovaci priklad sa
nenachadza viackrat v tej istej podmnoZine.

V poslednej stratégii nazvanej disjunktné vrecia sa
poCetnost podmnoZzin najprv rovna 1/M-tej Casti pévodnej
mnoziny. Potom sa ich pocCetnost’ zvacsi, pretoze v kazdej
sa zopakuje nahodne vybraty prvok. Toto zvacSenie
nemusi byt iba o jednotku, pretoZe replikovat sa mbze viac
prvkov. Pocet replikacii musi byt rovnaky v kazdej
podmnozine. Efektivnost tejto stratégie je podobna
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efektivnosti disjunktnych particii a za ur€itych podmienok
moze byt aj lepSia.

Bola vykonana séria testov metody bagging nad dvoma
kolekciami dokumentov: Reuter's-21578 a internetového
portalu televizie Markiza. Kolekcia Reuter's-21578
obsahovala 674 Kkategorii a 24242 termov - slov
v anglickom jazyku. Po predspracovani pomocou
lematizacie (steming) a po odstraneni neplnovyznamovych
(stop) slov bol pocet termov redukovany na 19864. Druha
kolekcia — Markiza obsahovala dokumenty klasifikované do
96 kategérii a obsahovala 26785  dokumentov
v slovenskom jazyku. Dokumenty oboch kolekcii boli
rozdelené na trénovaciu a testovaciu Cast’ v pomere 2:1.

Vykonané testy sa tykali efektivnhosti baggingovych
stratégii aurCenia minimalneho poctu zakladnych
klasifikatorov potrebnych na zlepSenie vysledkov slabej
klasifikacie ako aj urenia poctu klasifikatorov, zvySovanim
ktorého sa uz efektivnost klasifikacie vyrazne nezvysi.

Efektivnost  baggingovych stratégii bola overovana
porovnavanim s vysledkami klasifikacie perfektnym
rozhodovacim stromom. Perfektny rozhodovaci strom plnil
vtychto experimentoch ulohu silného klasifikatora
(neorezany). Efektivnosti tohto silného klasifikatora sa
snazili vyrovnat slabé klasifikatory (orezané) skladanim
hlasov vacsieho poctu slabych Kklasifikatorov v zlozenej
klasifikacii. Vysledok tohto porovnania je graficky
znazorneny na Obr.14 pre kazdu triedu zvlast. Triedy boli
usporiadané klesajuco podla frekvencie ich vyskytu zlava
do prava. Interpretacia je nasledovna: klasifikacia pomocou
baggingovych stratégii dava lepSie vysledky ako perfektny
rozhodovaci strom pri frekventovanejSich kategoriach (fava
polovica obrazku, kde je viac Spi€iek smerom nahor). Pri
kategoériach s nizkou frekvenciou vyskytu dava lepSie
vysledky perfektny rozhodovaci strom.
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Obr.14 Rozdiely v presnosti medzi zlozenou klasifikaciou
zalozenou na baggingu a perfektnym rozhodovacim stromom na
kolekcii dokumentov Reuter’s

Vramci uréenia minimalneho poctu partikularnych
klasifikatorov  bola skumana aj zavislost efektivnosti
metody bagging od poctu klasifikatorov v zlozenom
klasifikatore. Boli vykonané experimenty pri ktorych bolo
najprv uvazovanych 200 klasifikatorov a tento pocet bol
postupne redukovany, priCom sa zaznamenavala zmena
efektivnosti klasifikacie. Takto ziskané vysledky (vid
Obr.15) boli porovnavané s efektivnostou perfektného
rozhodovacieho stromu, ktora je znazornena rovnou
Ciarou.

Z Obr.15 je mozné vycitat, Ze metdda bagging dosahuje
stabilné vysledky uz pri poCte 40 partikularnych
klasifikatorov pre kolekciu Reuter's. To znamena, Ze
zvySovanie poctu klasifikatorov uz nezlepSi vyrazne
efektivnost klasifikacie. Uspokojivé vysledky by sa dosiahli
uz pri po¢te 20 partikularnych klasifikatorov. Podobné
experimenty boli vykonané nad dokumentmi internetového
portalu televiznej spoloCnosti Markiza. Vysledky su
ilustrované obrazkom Obr.16. Z tohto obrazka je mozné
vycCitat, ze 10 az 15 partikularnych klasifikacii postaci na
dosiahnutie stabilnych vysledkov zloZenej klasifikacie.
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Obr.15 Efektivnost’ klasifikacie baggingom v zavislosti od poétu
partikularnych klasifikatorov v zlozenom klasifikatore na kolekcii
dokumentov Reuter’s

PodrobnejSi opis experimentov s baggingom je mozné
najst v [19]. Ako bolo spomenuté, kazdy partikularny
klasifikator je trénovany na podmnozine dostupnej datove;j
mnoziny a mdze sa stat, Ze sa niektoré zaznamy zvysia.
Zvysné, nepouzité zaznamy je mozné pouZzit na Hold-Out
validaciu partikularneno modelu. Vycislenim presnosti
vSetkych partikularnych modelov aich spriemernenim je
mozné sa rychlo dostat k odhadu presnosti zlozeného
klasifikdtora — modelu. V takom pripade nie je nutna
krizova validacia.
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Obr.16 Efektivnost’ klasifikacie baggingom v zavislosti od poétu
partikularnych klasifikatorov v zlozenom klasifikatore na kolekcii
dokumentov Markiza

Technika Baggingu sa vacsSinou pouziva na skladanie
partikularnych klasifikatorov typu rozhodovaci strom.
AvSak, ako partikularny klasifikator moze byt pouzita aj
niektora z metdd regresnej analyzy. Pri rieSeni ulohy
regresie, generujeme regresny strom tolkokrat, kofko
mame vyberov trénovacej mnoziny. Zo vSetkych odhadov
danej premennej za vSetky regresné stromy vypocCitame
priemernu hodnotu a to bude vlastne vysledok hlasovania
komisie slabych klasifikatorov. Typickym prikladom
baggingu je aj zloZzeny model nahodného lesa (random
forest), ktorému je venovana nasledujuca podkapitola.

5.2 Nahodné lesy

Metéda nahodného lesa (Random Forests) [15], [20]
generuje zlozeny klasifikator podobne ako metoda
baggingu. Je to modifikacia baggingu, ktora buduje velku
kolekciu de-korelovanych stromov a spriemeriiuje ich.
Tento zloZzeny klasifikator je tvoreny viacerymi
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rozhodovacimi stromami bez orezania. VysSi pocCet
partikularnych rozhodovacich stromov umoznuje vysSi
pocCet predikcii a teda aj vySSiu presnost’ zloZzenej predikcie
pomocou hlasovania v porovnani s individualnym
stromovym modelom. Jednotlivé predikcie by mali byt na
sebe nezavislé, teda aj jednotlivé stromové modely by mali
byt nezavisle a prave preto sa pouziva nahodny vyber
atributov pre kazdy stromovy model. Kvoli nahodnému
vyberu atributov sa tejto technike hovori nahodné lesy.
Vysledna trieda podla zloZzeného klasifikatora sa urCuje
hlasovanim  vSetkych  partikularnych  rozhodovacich
stromov, podobne ako v baggingu. KedZe su jednotlivé
partikularne stromy na sebe nezavislé, je vhodné a
jednoduché ich spracovat paralelne. Dalej, aj nahodny
vyber trénovacej mnoziny kazdého partikularneho stromu
umoznuje ho validovat na datach, ktoré neboli vybraté na
jeho trénovanie, ¢o ulahCuje validaciu nahodného lesa.
Tento pristup je teda rychly a dost’ presny, preto niet divu,
Ze sa v poslednych rokoch pouziva velmi ¢asto. Na druhej
strane potrebuje zadat niektoré parametre ato pocet
rozhodovacich stromov v modeli apoCet nahodne
zvolenych atributov v kazdom strome.

Teda nahodné lesy je mozné povazovat za vylepSenie
techniky Baggingu spésobom, ktory ,de-koreluje“ stromy,
inak povedané robi partikularne klasifikatory (stromy) na
sebe nezavislé. Specifikom nahodnych lesov je, Ze ako
partikularny klasifikator sa pouziva vyhradne rozhodovaci
strom. Na generovanie kazdého partikularneho stromu sa
nepouziva cela mnozina atributov, ale iba nahodne
zvolena podmnozZzina tychto atributov. Konkrétne, pri vybere
testovacieho atributu v uvazovanom uzle stromu je bratych
do uvahy povedzme m atributov z celkového pocCtu p
atributov. Ale zvoleny je len jeden z m atributov. Pri dalSom
uzle (poduzle) je znova uvazovanych iba m atributov, ale to
ina nova podmnozina m atributov (iny vyber podmnoziny)
ako v predchadzajucom pripade a znova je zvoleny jeden
atribut, podfa hodnét ktorého su generované dalSie vetvy
stromu. Teda zakazdym, ked potrebujeme uskutoCnit
delenie uzlu a vytvorenie novych vetiev stromu, zakazdym
uvazujeme celkom novu, nahodne zvolenu podmnozinu
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atributov.

Musime si uvedomit aj to, ze pri kazdom deleni stromu
vramci nahodnych lesov, algoritmu nie je dovolené
uvazovat vacsinu atributov — prediktorov [1]. Aj ked sa to
zda byt na prvy pohlad neracionalne, ma to svoj dévod.
Predpokladajme, ze v datovej mnozine existuje jeden velmi
silny prediktor v ramci skupiny mierne silnych prediktorov.
Potom zakonite vacsina partikularnych stromov pouzije
prave tento silny prediktor ako testovaci atribut vo svojom
koreni. Potom by sa mohli jednotlivé partikularne stromy
dost podobat’ a teda bude medzi nimi silna korelacia, €o je
neziaduce. Spriemernovanie  vysoko  korelovanych
klasifikatorov (stromov) neprinesie dost velku redukciu
odchylky ateda ani velku vyhodu v porovnani s pouZzitim
jedného stromu namiesto lesa. A prave preto sa pri deleni
stromu pouziva iba podmnozina prediktorov a to vzdy ina.
To vedie k tomu, Ze pravdepodobnost uvazovania silného
prediktora pri deleni stromu bude iba (p-m)/p a teda aj iné
prediktory dostanu viac Sance. Tento princip sa nazyva
procesom de-korelacie stromov avdaka nej budu
vygenerované stromy lepSie spolupracovat a davat
spolahlivejSie vysledky.

Teda hlavnym rozdielom medzi nahodnymi lesmi a
baggingom zalozenym na generovani stromov ako
partikularnych  klasifikatorov je vofba velkosti m
podmnoziny prediktorov. Napriklad, ak m=p, potom
nahodny les sa stava baggingom. Cim mensia hodnota m
bude pouzita pri budovani nahodného Ilesa, tym
spolahlivejsi nahodny les vznikne, hlavne v pripade, ak
medzi prediktormi bolo velké mnozstvo korelovanych
prediktorov.

Pri rieSeni vacsiny problémov konkrétny vykon a presnost
nahodnych lesov su vefmi podobné technike boostingu,
ktora bude popisana v nasledujucej podkapitole. Avsak
nahodné lesy je mozné jednoduchsSie natrénovat a ladit
ako boosting. MozZno aj preto su nahodné lesy popularne
asu vsucCasnosti aj implementované v mnozstve
softvérovych baliCkov zameranych na strojové ucenie.
KedZze stromy, C€i uz regresné alebo klasifikacné, su
notoricky zasumené, velmi ziskavaju na presnosti prave
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v procese spriemernovania, ktoré je zakladom ucenia
suborom metod. Algoritmus nahodného lesa uréeného pre
regresiu alebo klasifikaciu je podla [10] nasledovny:

Zaciatok algoritmu
1. Pre b =1azB plati:

a. Ztrénovacich dat vyber vzorku Z*, ktora bude
velkosti N

b. Na tychto datach nechaj vyrast strom nahodného
lesa Tp tak, Ze rekurzivne budu opakované
nasledovné kroky pri kazdom terminalnom uzle
stromu, az kym sa nedosiahne stanovena
hodnota minimalnej velkosti uzlu.

I Nahodne vyber m premennych
z celkového poctu p premennych.

ii. Vyber najlepSiu premennu pre deleny uzol
stromu z tychto m premennych.

iii. Rozdel uzol stromu do dvoch dcérskych
uzlov.

2. Vystupom je subor stromov {T},}%.

Aby mohla byt vykonana predikcia pre nové
pozorovanie x, musi platit:

Pre regresiu:
. 1B
B =5). T

Pre klasifikaciu: Nech €, (x) je predikcia triedy podra b-
tého stromu nahodného lesa. Potom plati (51)

(50)

CP:(x) = majoritny hlas {C,, (x)}f. (51)

Koniec algoritmu.

Samotny autor tohto algoritmu Leo Breiman aj ini povazuju
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nahodné  stromy za najspravnejSie  a najlepSie
interpretovatelné zo vSetkych technik ufenia suborom
metdd. Naviac vyzaduju velmi malo ladenia. Dosahuju iba
4,88% Kklasifikatnej chyby, pricom bagging dosahuje 5,4%
chybu klasifikacie. Dal$ou vyhodou nahodnych lesov je, Ze
nemozu byt preucené.

Délezitou vlastnostou nahodnych lesov je pouZivanie
takzvanych ,Out-Of-Bag® (OOB) vyberov, ktoré su
definované nasledovne. Pre kazdé pozorovanie (TP) z; =
(x;,y;) je =zvoleny jeho prediktor nahodného lesa
spriemernenim iba tych stromov, ktoré koreSponduju s tymi
prikladmi, v ktorych sa zi nevyskytuje. Odhad OOB chyby je
takmer identicky tomu odhadu, ktory bol ziskany N
nasobnou krizovou validaciou.

5.3 Boosting

Dalsi z pristupov k uéeniu stiborom metdd je zaloZzeny na
myslienke pouzitia vah trénovacich prikladov pri
generovani konkrétneho vyberu trénovacej mnoziny. Tento
pristup sa nazyva metoda ,boosting“ [21] a [22]. Boosting je
jednou z najsilnejSich napadov ako uskuto€riovat’ strojové
uCenie v poslednych dvaciatich rokoch. Podobne ako
bagging aj boosting je vSeobecnym pristupom, ktory mdze
byt aplikovany na mnohé Statistické ucCiace metddy tak pre
regresiu ako aj klasifikaciu. My sa ale budeme obmedzovat’
na aplikaciu tohto pristupu na rozhodovacie stromy.
Motivaciou pre boosting je kombinovat vystupy mnohych
slabych klasifikatorov za uc€elom vytvorenia vykonnej
klasifikanej ,komisie“. Ztohto hladiska sa zda ze
jednoducho podobny baggingu a inym pristupom k uceniu
zalozenym na hlasovani. V zdroji [10] sa dokazuje, ze
boosting je od zakladu inym pristupom. Vychadza sa
z faktu, Ze slaby klasifikator je iba trochu lepSi ako nahodny
generator. Ugelom boostingu je opakovane aplikovat' slaby
klasifikator v sekvencii nad datami, ktoré su opakovane
modifikované. Vysledkom tohto procesu je sekvencia
slabych  klasifikatorov.  Predikcie = vSetkych  tychto
klasifikatorov su kombinované do vac¢sinového hlasu podla
vzorca (49).
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Cim sa teda hlavne li8i boosting od baggingu? Partikularne
stromy sa trénuju sekvenCne a kazdy novy partikularny
strom by mal byt lepSi, lebo sa uci z chyb predoSiého.
Kazdy novy strom je generovany z modifikovanej verzie
originalnej datovej mnoziny. Teda vSetky vybery trénovacej
mnoziny v ramci boostingu obsahuju celu trénovaciu
mnozinu, ale v kazdom vybere maju priklady iné vahy. Tato
myslienka sa da jednoducho ilustrovat na priklade: ak
niektory trénovaci priklad ma vahu 2, akoby sa
v trénovacej mnozine nachadzal dvakrat. Ked ma vahu O,
akoby sa v trénovacej mnozine nenachadzal. Samozrejme
vo vSeobecnosti vaha nemusi byt celoCiselna. Vacsinou to
byva Cislo od 0 do 1.

Tato metdda ucenia suborom metdd podla [23] vyuZiva
jeden uciaci algoritmus a spolo¢nu trénovaciu mnozinu na
trénovanie suboru klasifikaénych modelov, ktoré sa liSia iba
tym, Ze jednotlivé trénovacie priklady mali v procese
uCenia iné vahy. Na zacCiatku maju vSetky trénovacie
priklady rovnaku vahu. Po natrénovani prvého modelu su
vahy trénovacich prikladov prvykrat zmenené v zavislosti
od spravnosti predpovede modelu. To sa potom opakuje
tolkokrat, kolko partikularnych modelov je potrebné naudit.
Vahy prikladov, ktoré boli spravne klasifikované sa znizuju,
pretoZe ich dblezitost pre dalSie trénovanie klesla, kedze
v ich pripade bola dosiahnuta uspesSna predpoved triedy.
Naopak, prikladom, ktoré boli v predchadzajucej iteracii
nespravne klasifikované sa priradi vacsia vaha. Teda vacsi
doraz sa kladie na priklady nespravne klasifikované a na
naslednu korekciu dalSim partikularnym klasifikatorom
naucenym z dalSieho vyberu trénovacej mnoziny s novymi
vahami. Ako koeficienty vahovania sa pouzivaju presnosti
jednotlivych partikularnych modelov. Po zmeneni vah
trénovacich prikladov sa opakuje trénovaci proces, ktorého
vysledkom je skupina modelov alebo inak povedané
zlozeny Kklasifikator. Finalna klasifikacia sa tvori ako
hlasovanie partikularnych klasifikacii, podobne ako pri
metode ,bagging”.

Teda metodu boosting je mozné povazovat za
zdokonalenie metédy bagging. Podobne ako pri metdode
bagging aj metéda boosting generuje postupnost
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partikularnych klasifikatorov Hm, m=1,...,M pre M rbéznych
vyberov trénovacej mnoziny. Tieto klasifikatory sa
kombinuju do vysledného klasifikatora presne tym istym
spoésobom ako pri baggingu. Trénovacia mnozina je
modifikovana prostrednictvom distribucie vah trénovacich
prikladov - dokumentov di € D, kde D je kolekcia
dokumentov. Mnozina vah je pred naucCenim prvého
klasifikatora nastavena uniformne. Pre kazdu iteraciu sa
zvySia vahy tych trénovacich prikladov, ktoré boli
nespravne klasifikované predchadzajucim klasifikatorom
Hm-1. Naopak vahy tych prikladov, ktoré boli klasifikované
spravne sa znizia. Proces uCenia sa takto sustredi na
nespravne klasifikované priklady. Najznamejsi z
boostingovych algoritmov AdaBoost.MH2 [22] reprezentuje
algoritmus klasifikacie do viac ako dvoch tried. Tento
algoritmus generuje klasifikatory Hm:DxC 2R, ktoré
predikuju triedy c; € C na zaklade rozhodovacej funkcie
sign[H(di, ¢j)]. V experimentoch bol pouzity nasledovny
boostingovy algoritmus:

Zaciatok algoritmu
1.Inicializuj distribuciu vah wag,j = 1/ (|D||C)),
i=1,..|D|,j=1, ..., |C|
2Prem=1, .., M
2.1.Generyj klasifikator Hn: D xC - R
2.2.UrCi parameter am € R.
2.3.Modifikuj distribuciu vah podfa pravidla (52)

Wi, i) exp(—a,, YiiHn (d; 1Cj )
W L =
m+1(i, j) Z

m

(52)

kde Zm je normovacia konstanta, ktora garantuje, Ze
plati (53)
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1Dl ~icl B (53)
D i Winaagi gy =1

3. Vystupom je zloZzeny klasifikator, ktorého
matematicky model je uvedeny vo vztahu (49).

Koniec algoritmu

Premenna yi; je urCena ako yij = +1 ak di € ¢cja ako yij = -1
ak di ¢ cj. Opisany algoritmus bol modifikovany tak, aby
vypocet vah nebol ovplyvhovany nepresnostou
spdsobenou zaokruhfovanim vah.

Bola vykonana séria testov metdédy boosting nad dvoma
kolekciami dokumentov Reuter's-21578 a internetového
portalu televizie Markiza. Vykonané testy ukazali zmysel
pouzitia metédy boosting. Pomocou experimentov sa
podarilo zistit minimalny pocet partikularnych klasifikatorov
potrebnych na zlepSenie vysledkov slabej klasifikacie ako
aj pocet klasifikatorov, zvySovanim ktorého sa uz presnost
klasifikacie vyrazne nezvysi.

Vramci testovania efektivnosti metddy boosting bolo
zistené, Zze metdda boosting (kladné hodnoty rozdielu ,dif“)
dava vo vSeobecnosti lepSie vysledky ako perfektny
rozhodovaci strom (zaporné hodnoty rozdielu ,dif), ako
ilustruje Obr.17 pre kolekciu Reuter’s a Obr.18 pre kolekciu
Markiza.
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Obr.17 Rozdiely v presnosti medzi zlozenym klasifikatorom
zalozenymi na boostingu a perfektnym rozhodovacim stromom na
kolekcii Reuter‘s

Presnost klasifikacie bola vyhodnotena pre kazdu triedu —
kategériu zvlast. Kategoérie boli usporiadané klesajuco
podla frekvencie ich vyskytu. Z vysledkov ilustrovanych
v Obr.17 aObr.18 vyplyva, Ze zlozeny Kklasifikator
(boosting) dava lepsie vysledky ako perfektny rozhodovaci
strom pre vySSie frekvencie vyskytu. Tento zaver je
odbvodnitelny, kedZe nizky pocet vyskytov niektorej
kategorie v trénovacej mnoZine neposkytuje dostatok
informacie pre mechanizmus zloZenej klasifikacie.
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Obr.18 Rozdiely v presnosti medzi zlozenym klasifikatorom
zalozenym na boostingu a perfektnym rozhodovacim stromom na
kolekcii ,,Markiza“

Bolo potrebné taktiez urCit minimalny pocet partikularnych
klasifikatorov. PocCet partikularnych klasifikatorov bol
limitovany po¢tom 100 klasifikatorov. Nasledne bol pocet
klasifikatorov znizovany a bol sledovany dopad na
efektivnost klasifikacie.

Obr.21 ilustruje skutoCnost, Ze uz pri priblizne 5
zakladnych klasifikatoroch daval boosting vysledky
porovnatelné s perfektnym rozhodovacim stromom (v
Obr.19, 20 a 21 je perfekiny rozhodovaci strom
reprezentovany prerusovanou cCiarou) ak bola efektivnost
ZloZenej klasifikacie merana parametrom Fi. Nad poctom
priblizne  dvadsat zakladnych klasifikatorov  bola
efektivnost zlozenej klasifikacie prakticky konstantna
a 0 5% lepsia ako pri perfekthom rozhodovacom strome.
V dalSich parametroch efektivnosti boli dosiahnuté
podobné vysledky. Konkrétne, na dosiahnutie uspokojivej
presnosti klasifikacie (Obr.19) bol potrebny minimalny
poCet cca 15 Kklasifikatorov a na dosiahnutie uspokojivej
navratnosti klasifikacie (Obr.20) bol potrebny minimalny
pocet cca 10 klasifikatorov.

57



Nové trendy SU — Statisticky pristup

presnost 09 — ]
klasifikacie 0,89
0,88
0,87 1
0,86 1
0,85 A
0,84 1
0,83 1

8%% perfektny rozhodovaci strom

0 10 20 30 40
pocet klasifikatorov

——CF=005 —s—CF=0.2
CF=04 ——CF=056
——CF=08

Obr.19 Zavislost presnosti zlozenej klasifikacie od poctu
zakladnych klasifikatorov v boostingu na kolekcii Reuter’s-21578

Zaujimavé je, ze na Obr.19 spociatku klesa presnost
klasifikacie srastom pocCtu klasifikatorov v metdde
boosting. Ddévodom je preuCenie  partikularneho
klasifikatora. Toto preuCenie spdsobuje prechodny narast
Zlozitosti klasifikatora na uroven perfektného
rozhodovacieho stromu. Postupne sa presnost boostingu
vyrovna perfektnému rozhodovaciemu stromu a presiahne
ho. Podrobny opis vysledkov uvedenych experimentov s
boostingom je mozné najst v [24].

Je potrebné spomenut, Ze pouzitie tak baggingovych ako
aj boostingovych stratégii ma zmysel iba vtedy, ked sa
pracuje so slabymi klasifikatormi. Silny klasifikator sa
nepotrebuje ,radit“ s mnozstvom dalSich klasifikatorov.
Ukazalo sa, ze metody zloZenej klasifikacie (bagging,
nahodné stromy a boosting) naozaj mézu zlepsit' vysledky
klasifikacie slabymi klasifikatormi.  Av8ak, pouZzitie
baggingu, nahodnych stromov a boostingu ma aj svoje
nevyhody, ato je strata jednoduchosti, prehlfadnosti
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a ilustrativnosti  singularneho rozhodovacieho stromu.
Taktiez sa zvySuje vypoctova zlozitost.

navratnost (85 \
klasifikacie 0.8 A ————
0.75 | perfektny rozhodovaci strom
0.7 1
0.65
0.6 1
0,55 T . -
0 10 20 30 40
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CF=04 ——CF=06
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Obr.20 Zavislost' navratnosti zlozenej klasifikacie od poctu
zakladnych klasifikatorov v boostingu na kolekcii Reuter’s-21578

Porovnanie tychto metdéd preferuje boosting pred
baggingom. Bagging je jednoduchSou metdédou, avSak
boosting dava lepSie vysledky. Na kolekcii dokumentov
Reuter's-21578 sa ukazalo, Ze uspokojiva efektivnost
klasifikacie sa dosahuje pri baggingu medzi 20 az 40
zakladnymi klasifikatormi, zatial €o pri boostingu sa
uspokojiva efektivnost klasifikacie dosahuje medzi 5 az 15
zakladnymi klasifikatormi. LepSie vysledky boostingu je
mozné odbévodnit faktom, Ze tato metdéda pouziva
vahovanie trénovacich prikladov. Kedze sa zvySuju vahy
prikladov nespravne klasifikovanych v predchadzajucej
iteracii, proces ucenia sa sustreduje na nespravne
klasifikované priklady. Tym sa ucenie zrychluje
a spresnuje. Porovnanie oboch metdd je uvedené aj v [25].
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Obr.21 Zavislost’ parametra efektivnosti zlozenej klasifikacie F1
od poétu zakladnych klasifikatorov v boostingu na kolekcii
Reuter’s-21578

5.4 Stacking

Metdda Stackingu (Stacked Generalization) [14], [15] je
starSou metédou ako Bagging a Boosting a teda v urcitom
slova zmysle ich predchodcom. V suc€asnosti sa menej
pouziva. Mozno preto, Ze kedZe kombinuje modely
natrénované viacerymi rozdielnymi metdédami strojového
ucenia, je zloZitejSi a naroCnejSi na trénovanie ale aj na
formovanie vysledného rozhodnutia. Stacking nevyuziva
metdédu hlasovania ani vahovania, ale takzvany koncept
meta-u€enia. Proces ulenia pri Stackingu pozostava
z dvoch Casti. Najprv sa natrénuju partikularne klasifikatory
na tej istej trénovacej mnozine. Pri trénovani kazdého
partikularneho klasifikatora sa pouZije ind metdda
strojového u€enia a teda bude mat Specificku Struktaru ako
aj silné a slabé stranky. V druhej Casti sa natrénuje meta-
klasifikator,  ktory  zohladni  vysledky Ciastkovych
klasifikatorov ako aj ich presnost. Vysledkom tohto
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trénovania bude znalost meta-klasifikatora o tom, ktoré
partikularne klasifikatory davaju relevantné odpovede
v akych Specifickych pripadoch v ramci definovanych uloh
bud predikcie alebo klasifikacie. To je mozné
reprezentovat pomocou klasifikaéného stromu, ktorého 0-
tu uroven tvoria partikularne klasifikatory a meta-klasifikator
reprezentuje uroven 1.

Ak by vSak bola pouzita ta ista trénovacia mnozina na
trénovanie partikularnych klasifikatorov ako aj meta-
klasifikatora, potom by tu bolo redalne riziko preucenia.
RieSenim by mohlo byt rozdelenie datovej mnoziny na dve
Casti. Prva Cast by sa potom pouzZila na trénovanie
partikularnych klasifikatorov a testovanie meta-
klasifikatora, zatiaf ¢o druha cast by sa pouZila na
trénovanie meta-klasifikatora a testovanie partikularnych
klasifikatorov. VSetky modely by potom boli trénované
a testované na nezavislych datach.

5.5 Diskusia k uéeniu suborom metod

V predchadzajucich podkapitolach boli popisané
experimenty s metédami bagging a boosting, teda
metddami zloZzenej klasifikacie, ktoré v ulohe partikularnych
klasifikatorov pouzivali binarne rozhodovacie stromy
vygenerované algoritmom C4.5. AvsSak tento algoritmus
generuje perfektné rozhodovacie stromy. Pre overenie
efektivnosti, resp. vykonnosti zloZenej klasifikacie bolo
potrebné pouzit slabé klasifikatory, ako uz bolo
spomenuté. Slabé Kklasifikatory boli v experimentoch
ziskané orezanim perfektnych binarnych rozhodovacich
stromov. Efektivnost tychto slabych klasifikatorov bola
v experimentoch porovnavana s efektivnostou perfektného
rozhodovacieho stromu, ktory nebol orezany. Taktiez bolo
sledované ¢i aako sa zvySi efektivnost slabych
klasifikatorov so zvySovanim ich pocCtu v zloZenej
klasifikacii  (bagging a boosting) stale v porovnani
s perfektnym rozhodovacim stromom.

V suvislosti s generovanim slabych klasifikatorov vyvstala
otazka, ako velmi ich orezat, teda na akej hladine
vyznamnosti CF a akym algoritmom. Hladina vyznamnosti
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v orezavacej technike sa niekedy struCne oznacuje ako
hladina orezania. V naSich experimentoch bola pouzita
konkrétne orezavacia technika ,algoritmus pesimistickeho
odhadu chyby®, ktory tento odhad urcCuje vypocitanim
Standardnej odchylky odhadnutej presnosti za predpokladu
binominalneho rozdelenia. Pre danu hladinu vyznamnosti
je spodna hranica odhadu vzata ako velkost sily pravidla.
Pre velké mnoziny dat je pesimisticky odhad velmi blizko k
presnosti na trénovacich datach (Standardna odchylka je
velmi mald). Napriek tomu, Ze tato metdda nie je Statisticky
uplne korektna, nasla si vyuzitie v praxi. Obr.22 ilustruje
ako sa meni vykonnost klasifikatora, konkrétne
rozhodovacieho stromu, v zavislosti od hladiny orezania
CF. Najlepsie vysledky boli dosiahnuté pre CF=0.4. Preto
vramci experimentov s baggingom a boostingom bola
pouzita prave tato hladina orezania.

efektivnost
klasifikacie 0,9
a B
0,89 I —— \_’___,_4 presnost
0,88
0.87 II
0,86
[ /\ " parameterF1
0,84 H
0.83 _—
< R Es— névratno:
0.81 A
08 - - - :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

hladina orezania CF

Obr.22 Parametre efektivhosti klasifikacie rozhodovacimi
stromami v zavislosti od hladiny orezania CF

VySSie prezentované techniky ucenia suborom metod
generuju takzvané zlozené Kklasifikatory, teda modely
primarne ur€ené na rieSenie ulohy klasifikacie do tried. Ale
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jednotlivé spominané techniky je mozné velmi efektivne
aplikovat' s istymi obmenami aj na rieSenie ulohy regresie.
Napriklad namiesto mechanizmu hlasovania méze byt
pouzity aritmeticky priemer alebo namiesto vahovaného
hlasovania sa m6ze pouzit vahovany priemer.

Konkrétne techniky Bagging, Boosting a Stacking je mozné
pouzit pre ulohy regresie pod podmienkou urcitych zmien,
ktoré vyplyvaju z charakteru ciefovej veliCiny. Napriklad
v pripade Boostingu [26] je potrebné nahradit urCovanie
spravne Ci nespravne klasifikovanych trénovacich prikladov
porovnavanim absolutnej alebo kvadratickej chyby
aktualneho trénovacieho prikladu voci priemernej chybe
trénovacej mnoziny. Ak je chyba nizSia (vySSia) ako
priemerna, potom sa bude vaha daného trénovacieho
prikladu zniZzovat' (zvySovat).

Jednou z technik zlozeného ucenia je aj takzvana Aditivna
regresia (Additive Regression), ktora bola Specialne
navrhnuta pre ulohu regresie [14]. Tato technika pouziva
rozdielne typy regresnych modelov a vytvara z nich zlozeny
model. Spojenie rozdielnych typov modelov prinasa zisk
v podobe vzajomného dopifiania a kompenzacie slabych
stranok. Tato technika svojou podstatou pripomina techniku
Stackingu. Aditivna regresia Startuje s prazdnou mnozinou
modelov a postupne sa pridavaju partikularne modely, ktoré
sa trénuju sekvenéne, aby bola splnena podmienka, Ze
presnost celkového Zlozeného modelu sa nebude
znizovat. Po natrénovani nového partikularneho modelu sa
zmenia vahy trénovacich prikladov na zaklade dosiahnutej
presnosti. Toto pripomina techniku Boosting stym
rozdielom, Zze sa pouzivaju viaceré typy algoritmov
strojového ucéenia zameranych na regresiu, pricom pri
Boostingu sa to nerobi. Tam sa pouziva jedna metdda
strojového uc€enia pre vsetky partikularne klasifikatory.
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6 METODY ZALOZENE NA STROMOCH

V ramci strojového ucenia sa reprezentacia pomocou
stromu, resp. acyklického grafu, vyuziva tak pri
klasifikanych ako aj regresnych metédach. Stromovy graf
reprezentuje segmentaciu priestoru priznakov alebo
priestoru prediktorov do urcitého poctu jednoduchych
oblasti. Taky strom predstavuje sumar pravidiel na
segmentaciu priestoru priznakov (prediktorov). Takéto
pristupy, zalozené na segmentacii priestoru priznakov,
alebo inak povedané na deleni priestoru prikladov na
podpriestory, sa zvyknu nazyvat ,metdédy zaloZené na
stromoch®. Typickym znakom tychto metdd zalozenych na
stromoch je jednoducha interpretacia, ktora sa ale straca
v pristupoch ako bagging, nahodné stromy a boosting, ktoré
su zaloZzené na generovani velkého poctu stromov, ktoré su
kombinované do jednoduchej predikcie vychadzajucej
z konsenzu.

Stromové grafy v oblasti strojového ucenia sa typicky
nazyvaju rozhodovacie stromy a je mozné ich aplikovat tak
na regresné ako aj klasifikatné metody.

6.1 Regresné stromy

Proces budovania regresného stromu pozostava v jeho
najjednoduchs$ej podobe z dvoch krokov:

1. Rozdelenie priestoru priznakov (prediktorov) pouzitim
moznych hodnbt Xi, Xo, ..., Xp na J neprelinajucich sa
oblasti R1, Rz, ..., R;.

2. Pre kazdé pozorovanie, ktoré padne do oblasti Rj,
potom pre tento priklad sa vykona predikcia vo forme
odpovede spojenej s oblastou R;.

Napriklad, predstavme si, Zze vramci prvého kroku
dostaneme dve oblastti Ri1i sodpovedou 10 aR:
s odpovedou 20. Potom pre dané pozorovanie X = x, ak
XER:1 (resp. R2), tak bude predikovana hodnota 10 (resp.
20).

Ako teda vieme skonsStruovat — vytvorit' jednotlivé oblasti
R1 az Rj ? Musime minimalizovat RSS (Residual Sum of
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Squares), inak povedané Stvorcovu chybu danu (54):

/ (54)

> =9

j=1 iERj

Kde ~y, je oCakavana odpoved pre trénovacie pozorovanie
]

j-tého boxu. Nanestastie, je vypoltovo nemozné uvazovat
a preverit kazdé mozné delenie do J boxov. Preto sa
pouziva lakomy alebo zistny ,greedy“ pristup zhora-dole
znamy ako ,rekurzivne binarne delenie®. Pri kazdom deleni
sa vytvoria dve nové vetvy v strome smerom nadol. Tento
pristup bol nazvany lakomy, lebo v kazdom kroku
v procese budovania stromu sa berie jedno najlepSie
delenie a nepozera sa na to aké iné delenie by mohlo
priniest lepsi strom v nejakom buducom kroku.

V procese rekurzivneho binarneho delenia stromu musime
najprv zvolit prediktor — atribut X; a pre neho takzvany
zcutpoint® bod rezu s tak, aby rozdelenie priestoru daného
atributu na dve oblasti {X|X; < s} a {X|X; >= s} viedlo
k minimalnej chybe RSS. Ak budeme uvazovat vsetky
atribaty X1 az X, a vSetky mozné hodnoty bodov rezov pre
kazdy atribut je potrebné pri kazdom deleni zvolit' testovaci
atribut ajeho bod rezu tak aby vysledny strom mal
najmenSiu chybu RSS. KonkrétnejSie, pre kazdé |
a s definujeme pary oblasti R1 a R2 nasledovne:

R.(j,s) = {X|Xj < s} aR,(j,s) = {X|Xj > s}
(55)

To znamena, 2z2e musime najst | astaké, aby
minimalizovali rovnicu (56).

Y 0=t ) i)

i:x;€R1(J,5) i:xX;€R2(J,5)
(56)
kde g, je odpoved pre trénovaci priklad z oblasti R, (j,s) a
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Jr, j& odpoved pre trénovaci priklad z oblasti R, (j, s).

Tento proces opakujeme a hfadame najlepSi prediktor —
atribut a najlepSi bod rezu aby sme vytvorili delenie
Vv uvazovanej oblasti také, aby RSS bolo minimalne. To
znamena, ze uvazovanu oblast dalej delime na podoblasti.
Tento proces hfadania sa opakuje dovtedy, kym nie je
splnena ukoncovacia podmienka, ktora napriklad musi
zabezpecit, aby pocCet prikladov v kazdej podoblasti
neklesol pod 5 prikladov. llustracia vysledného delenia na
pat podoblasti je na Obr.23.

Takto vygenerované stromy moézu byt priliS komplexné
(zlozité). MenSie stromy su lepSie  z hfadiska
interpretovatelnosti a mensieho biasu. MenSie stromy by
sa dali dosiahnut aj tak, Ze by generovanie stromu
skoncilo, ak by RSS prekro€ilo nejaku vopred stanovenu
hranicu. AvSak lepSia stratégia je dovolit, aby bol
vygenerovany velky strom a potom ho orezat. Toto
orezanie prestavuje najdenie podstromu, ktory bude mat
nizSiu testovaciu chybu ako pbvodny preuCeny strom.
AvSak testovanie kazdého z moznych podstromov by bolo
prilis tazkopadne, kedze ich mbéze byt velmi vela. Preto je
vhodné vybrat’ z tohto mnozZstva malu mnozinu podstromov
atu uvazovat. Na to nam mdzZe posluzit metoda
Orezavanie cena — komplexnost’ (Cost Complexity Pruning)
taktiez znama ako Orezavanie najslabSieho spojenia
(Weakest Link Pruning) [1]. Tato metdda sa sustreduje iba
na sekvenciu stromov s pozitivnym (v zmysle pozitivheho
Cisla) ladiacim parametrom a. Takéto budovanie
regresného stromu je mozné uskutoCnit pomocou
nasledovného algoritmu.
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Obr.23 Rozdelenie dvoj dimenzionalneho priestoru priznakov
(atribatov) na pat’ oblasti - particii. Lavy Horny: delenie nie je
vysledkom rekurzivneho binarneho delenia. Pravy Horny: vystup
rekurzivneho binarneho delenia. Lavy Dolny: binarny strom, ktory
odpoveda deleniu v pravom hornom obrazku. Pravy Dolny: mapa
predikénych ploch (oblasti) v perspektive, ktora odpoveda stromu
v l'avom dolnom obrazku [1].

Zaciatok algoritmu budovania regresného stromu:

1. Generujeme velky strom aplikovanim rekurzivneho
binarneho delenia nad trénovacimi  datami.
UkonCime toto generovanie vtedy, ked kazdy
terminalny (listovy) uzol bude obsahovat menej
trénovacich prikladov, ako je stanoveny minimalny
pocet.
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2. Aplikujeme ,orezavanie cena komplexnost® na
v prvom kroku vygenerovany velky strom a ziskame
postupnost’ najlepSich podstromov, ako funkcie
parametra a.

3. Vykonajme K-nasobnu krizovu validaciu na ziskanie
parametra a, priCom sa trénovacia mnozina rozdeli
do K ohrad (podmnozin).

a. Opakujme kroky 1. aZ2. nad vSetkymi
podmnozinami okrem k-tej.

b. Testujme Stvorcovi chybu predikcie na
datach z k-tej podmnoziny ako funkciu a.

Vypocitajme priemernd hodnotu chyby pre kazdu
hodnotu a a vyberme a s minimalnou priemernou
chybou.

4. Vratme podstrom zkroku 2., ktory odpoveda
zvolenej hodnote a.

Koniec algoritmu.

Pre kazdu hodnotu a existuje odpovedajuci podstrom T c
T, taky, Zze hodnota vyrazu vo formule (57) je tak mala ako
je to len mozné.

il (57)

> > i) +all

m=11i:X;€ERy,

Absolutna hodnota |T| reprezentuje pocCet terminalnych
uzlov stromu T aRm odpoveda m-tému terminalnemu
(listovému) uzlu. Ak sa parameter a rovna O, potom sa T =
To.

6.2 Klasifikaéné stromy

KlasifikaCny strom sa od regresného stromu liSi hlavne
vtom, Ze sa pouziva na predikciu skér kvalitativnej ako
kvantitativnej odpovede. Pri regresnom strome je
predikovana odpoved pre dany priklad dana priemernou
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hodnotou vSetkych odpovedi (v tvare numerickych hodnot)
vSetkych trénovacich prikladov, ktoré patria do toho istého
terminalneho (listového) uzla, teda do tej istej oblasti. Na
druhej strane pri klasifikathom strome je predikovana
najfrekventovanejSie sa  vyskytujuca trieda medzi
trénovacimi prikladmi v oblasti, do ktorej patri aj priklad
(pozorovanie), pre ktory sa vykonava predikcia. V tomto
pripade nie je mozné pouzit RSS ako kritérium na vetvenie
stromu. Alternativou k tomu méze byt odhad klasifikacnej
chyby (Classification Error Rate), ktory reprezentuje
chybne klasifikované trénovacie priklady uvaZovanej
oblasti, ktoré nepatria do predikovanej triedy. Castejsie sa
v oblasti strojového uc€enia klasifikatné stromy nazyvaju
rozhodovacimi stromami.

6.2.1 Reprezentacia naucenej znalosti rozhodovacim
stromom

Rozhodovaci strom je reprezentacia pojmu, ktora vefmi
nazorne ilustruje proces ucenia. Preto je tato reprezentacia
vhodna na rieSenie uloh, ktoré vyzaduju spolupracu
s odbornikmi inych vednych odborov ateda laikmi
v strojovom uceni. Rozhodovacie stromy sa mézu pouzivat
v réznych oblastiach, napriklad v znalostnych systémoch
na automatické generovanie baz znalosti, v objavovani
znalosti naprie¢ rozlicnymi  oblastami, ¢i v ramci

vyhladavania a klasifikacie dokumentov alebo
ekonomickych, medicinskych, hutnickych,
elektrotechnickych a mnohych dalSich doménach.

Rozhodovaci strom predstavuje reprezentaciu

rozhodovacej procedury [27] pre klasifikaciu prikladov do
prislusnych tried. Tato reprezentacia je acyklickou grafovou
Strukturou — stromom, ktory obsahuje korefiové, medzilahlé
a listove uzly. Uzly reprezentuju triedu alebo testovaci
atribut. Hrany rozhodovacieho stromu reprezentuju
hodnoty testovacieho atributu. Z kazdého uzla vychadza
tolko hran, kolko hodnét ma testovaci atribut v danom uzle.

Na =zaCiatku generovania rozhodovacieho stromu sa
nachadzaju vsSetky trénovacie priklady, (cela trénovacia
mnozina) v korefiovom uzle. Priklad trénovacej mnoziny
z medicinskej oblasti je uvedeny na Obr.24.
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Pre kazdy nelistovy uzol (korenovy a medzilahlé uzly) sa
vyberie najvhodnejsi atribut. Hovorime, Ze kazdy nelistovy
uzol reprezentuje Specificky test. V ramci medzilahlych
uzlov sa trénovacia mnozina €¢leni na podmnoziny resp.
strom sa vetvi na podstromy pre kazdy vysledok
Specifického testu, t.j. pre kazdu hodnotu zvoleného
atributu. Vo vSeobecnosti test méze byt aj nieCo zlozitejSie
(napriklad priamka pre linearnu regresiu alebo krivka pre
nelinearnu regresiu). Inak povedané kazdy nelistovy uzol
obsahuje testovaciu podmienku, ktora rozdeluje priestor
prikladov na podpriestory podla vysledku testu, teda podfa
hodnét zvoleného atributu. Kazdy listovy uzol
rozhodovacieho stromu reprezentuje jednu Kklasifikacnu
triedu.

Por.c. Al A2 A3 )
i V norme ano vyzrety +
2 maly ano vyzrety +
3 Vv norme nie vyzrety -
4 V norme ano nezrely -
5 velky nie vyzrety -
6 V norme ano Ciast. vyzrety 4
i3 maly ano Ciast. vyzrety .
8 veik)" nie Ciast. vyzrety -

Obr.24 Mnozina trénovacich prikladov 7z oblasti prenatalnej
mediciny s tromi atributmi (A1 — prirastok hmotnosti zeny, A2 —
zisteny patologicky prietok u diet'at'a, A3 — typ placenty)

Z vySSie uvedeného vyplyva, ze pre definiciu
rozhodovacieho stromu je potrebné urcit nasledovné:
o pre listovy uzol nazov triedy, do ktorej budu
klasifikované vSetky trénovacie priklady, asociované
s danym listovym uzlom
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o pre nelistovy uzol testovaci atribut, podfa ktorého sa
rozhodovanie vetvi na jednoduchsie podstromy pre
kazdu hodnotu zvoleného testovacieho atributu.

Majme priklad medicinskej bazy znalosti zameranej na
urCovanie patologického plodu. Trénovacia mnozina
pozostavajuca z 6smych prikladov je znazornena na
Obr.24. Z tejto trénovacej mnoziny je mozné vygenerovat
rozhodovaci strom, ktory je zobrazeny na Obr.25.

Al1(1,2.3,4,5.6,7.8)

maly velky
v norme
Trieda “+” (2,7) A2 (1,3,4,6) Trieda “-” (5,8)
ano nie

A3 (1,4,6) Trieda “-” (3)

dast. vyzrety

Trieda “7 (1)  Trieda“” (4)  Trieda “+” (6)

Obr.25 Rozhodovaci strom vygenerovany algoritmom ID3 (Cisla
v uzloch su €isla trénovacich prikladov)

Kazdy trénovaci priklad je asociovany s jednym listovym
uzlom. Preto je mozné rozhodovaci strom prepisat’ do sady
produk&nych pravidiel. Generovanim produkénych pravidiel
z rozhodovacieho stromu sa zaobera aj [28]. Klasifikacné,
resp. produkéné pravidla je mozné ziskat nasledovne:

o Kazda cesta v rozhodovacom strome od jeho korena
po niektory listovy uzol predstavuje jedno produkcné
pravidlo
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o Lava strana, t.. podmienkova Cast pravidla bude
obsahovat  vSetky testovacie podmienky v
nelistovych uzloch na danej ceste vtvare: Ai=a,
pricom kazdy testovaci atribut Ai bude nadobudat
hodnotu ai prisluchajucu zvolenej vetve.

o Prava strana pravidla bude obsahovat nazov triedy
zodpovedajucej listovému uzlu, v ktorom cesta
konci. Do tejto triedy bude zaradeny kazdy trénovaci
priklad, spifiajuci podmienky lavej strany pravidla.

Napriklad rozhodovaci strom na Obr24 je mozné prepisat
do nasledujucej mnoziny pravidiel pre triedu (+), teda pre
patologicky plod:

1. AK A1=maly
POTOM trieda (+)

2. AK A1=v norme & A2=ano & A3=vyzrety
POTOM trieda (+)

3. AK A1=v norme & A2=ano & A3=Ciast vyzrety
POTOM trieda (+)

Podobne je mozné generovat z daného rozhodovacieho
stromu aj pravidla pre triedu (-), ked nejde o patologicky
plod.

Klasifikacia nového prikladu sa potom uskutociuje
nasledovne: Ak novy priklad spifia vsetky testy na ceste
v strome od koreria po listovy uzol (podmienky
podmienkovej cCasti pravidla), potom je dany priklad
zaradeny do triedy v listovom uzle (v zaverovej casti
pravidla).

6.2.2 Generovanie rozhodovacich stromov

Algoritmy tejto skupiny sa zvyknu oznaCovat aj ako
algoritmy induktivneho ucenia [29], [30] a [31]. Zameriavaju
sa na generovanie reprezentacie naucenej znalosti v tvare
rozhodovacieho stromu. Indukovanie rozhodovacieho
stromu je ukazkou pristupu ,rozdeluj a panuj“, pri ktorom
sa ulohy delia na podulohy, teda trénovacia mnoZina sa
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deli na podmnoziny, alebo priestor prikladov sa deli na
podpriestory, lebo sa rekurzivne generuju - indukuju
podstromy.

Algoritmy pre generovanie rozhodovacich stromov su
typicky zalozené na principe budovania stromov zhora
nadol. Pri tomto postupe je pbévodny priestor prikladov
(trénovacia mnozina) deleny na jednotlivé podpriestory,
charakterizované hodnotami testovacich atributov. Toto
delenie sa uskutoCriuje rekurzivne, az kym nie je splnena
ukonCovacia  podmienka. VacSina algoritmov  na
generovanie rozhodovacieho stromu konéi indukciu, ked
sa v kazdom listovom uzle nachadzaju iba priklady jednej
triedy. To su algoritmy  uskuto€riujuce perfektnu
klasifikaciu. Mo6ze byt definované aj iné ukonCovacie
kritérium, napriklad: ked’ podpriestor obsahuje aspori. 90%
prikladov tej istej triedy, stava sa listovym uzlom a dany
uzol sa dalej nevetvi. V pripade, ze uz boli vyCerpané
vSetky atributy a v niektorom podpriestore sa stale
nepodarilo splnit ukonCovacie kritérium, je mnoZina
atributov nedostato¢na, alebo pdvodna mnozina prikladov
protireCiva.

VSeobecny postup generovania rozhodovacieho stromu
zhora nadol mdéze byt nasledovny.

Zaciatok algoritmu:
1) Ak je pre kazdy podpriestor splnené ukoncCovacie
kritérium, generovanie sa ukonci.
2) Inak:

a. Zvoli sa podpriestor obsahujuci priklady
klasifikované do viacerych tried.

b. Pre zvoleny podpriestor sa vyberie jeden
testovaci atribut, eSte nepouzity pre dany
podpriestor prikladov.

c. Zvoleny podpriestor prikladov sa rozdeli na
dalSie podpriestory podla hodnét zvoleného
testovacieho atributu.

Koniec algoritmu.
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Bod 1) zodpoveda pripadu, ked generovanie
rozhodovacieho stromu je uz ukoncené. Bod 2) pokracuje
v generovani, ked expanduje medzilahly uzol o dalSiu
uroven.

ESte je potrebné zodpovedat otazku, ako volit' testovacie
atributy v kroku 2b). Pri vhodnej volbe bude rozhodovaci
strom minimalny. Na druhej strane, nevhodna volba
testovacich atributov méze znacne zvacsit rozmery
generovaného stromu. Konkrétne algoritmy mézu pouzivat
rézne spobsoby vyberu testovacieho atributu, vacsinou
informacné miery. Odpoved na nastolenu otazku sa
nachadza v popisoch konkrétnych algoritmov.

Rozhodovacie stromy sa dnes pouzivaju v mnohych
systémoch. Jednym zprvych bol systtm EPAM
(Elementary Perceiver and Memorizer) publikovany v [32].
Tento systém bol povazovany za kognitivho-simulacny
model udenia pojmov &lovekom. Dal§i model CLS [33]
pouziva pri generovani rozhodovacieho stromu heuristicky
pristup (Lookahead Method). V Huntovom ucéeni pojmov
(Hunt's Concept Learning) ma pévod aj znamy algoritmus
C4.5, oktorom pojednava jedna z nasledujucich
podkapitol.

Algoritmus ID3. Zakladnym algoritmom generujucim
rozhodovaci strom metdédou zhora nadol je algoritmus ID3
(Iterative Dichotomizer 3) [31]. Volne by sa dal nazov
algoritmu preloZit ako Iterativny dvojtriedny klasifikator. Bol
vyvinuty Rossom Quinlainom v doméne znalosti Sachistu
o hrani Sachovych koncoviek.

UkonCovacie kritérium tohto algoritmu je, Ze kazdy
podpriestor obsahuje iba priklady jednej triedy. Ak je
mnozina atributov dostato¢na, mozno uvedenym postupom
zostrojit rozhodovacie stromy korektne klasifikujuce vSetky
trénovacie priklady. Hovorime, Ze rozhodovaci strom
generovany algoritmom je:

o perfektny ked spravne klasifikuje vSetky trénovacie
priklady
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o rozmerovo optimalny resp. minimalny ked je
rozhodovacia procedura C€o najjednoduchSia, s €o
najmensim poc¢tom testov hodnét atributov.

Algoritmus ID3 pre vyber testovacieho atributu vyuziva
Shannonovu tedriu informacie [34], ktora na meranie
mnoZstva informacie pouziva entropiu. Claude Shannon
objavil informaénu tedriu, ktora spésobila revoluciu
v oblasti komunikacie a taktiez prispela k uspechu ucenia
pomocou rozhodovacich stromov. Zakladom tejto tedrie je
nasledovné:

Ak spravy Xi, X2, ... , Xn SU mozné s pravdepodobnostami
p(x1), p(x2), ... , p(xn) a tieto vytvaraju uplny subor
pravdepodobnosti, teda plati:

Z p(xj):]'

potom entrépiu, resp. neurcitost daného suboru sprav
mozno vyjadrit formulou (59):

H=—Z p(x;)log , p(x;)

(58)

(59)

Tento vztah je znamy ako Shannonova entrépia. Cim je
entropia suboru sprav vyssSia, tym menej urCity je obsah
buducej spravy atym menSie mnozstvo informacie
ziskame, ked spravu prijmeme. Naopak, ¢im je entropia
suboru sprav nizSia, tym vacSie mnozstvo informacie
ziskame.

Rozhodovaci strom moézZze byt povazovany za zdroj
informacie, ktora pre nejaky konkrétny priklad formuje
spravu o klasifikacii daného prikladu do nejakej triedy. Ked
niektory uzol stromu obsahuje iba priklady tej istej triedy,
entrépia vtomto uzle je nulova, pretoZze Kklasifikatné
rozhodnutie pre priklady prislichajuce tomuto uzlu je
pevne dané, kedze pravdepodobnost jednej triedy je 1
a pravdepodobnost’ ostatnych tried je nulova.

Z toho vyplyva, Ze entropia v listovych uzloch je nulova,
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zatial ¢o v korenovom uzle a medzifahlych uzloch ma
nenulovd hodnotu. Pre vygenerovanie minimalneho
rozhodovacieho stromu by entropia mala ¢o najrychlejSie
klesnat na nulovd hodnotu. Algoritmus [ID3 pouziva
heuristiku, ktora usiluje o ¢o najvy$Si pokles entrépie
lokalne v kazdom kroku.

Nech uzol S obsahuje ni prikladov klasifikovanych
do triedy T1 a n2 prikladov zaradenych do triedy T2. Potom
pravdepodobnost, Ze nejaky priklad prisluchajuci uzlu
S rozhodovacieho stromu bude klasifikovany do triedy T1
resp. T2 je

(60)

Potom entropia v danom uzle S, presnejSie povedané
entropia suboru trénovacich prikladov prisluchajucich uzlu
S, bude uréena nasledovne pomocou vztahu (61):

2 : n. (61)

H(S)=—> ——log, —

Predpokladajme, Ze je mozné v uzle S pouzit atribut
A s hodnotami a; a a2 pre rozdelenie prikladov z uzla S do
dvoch disjunktnych podmnozin S1 a S2. Ak v uzle S ma m
prikladov hodnotu atributu A rovnu a; a mz prikladov ma
hodnotu a,, potom celkova entrépia v uzle S s pouzitim
atributu A sa urci ako:

(62)

H(S, A) = 22: H(S,)

J:1 m,

Informacia ziskana pouzitim atribtu Avuzle Sije
oznacovana ako informacny zisk a pocita sa podfa vztahu
(63):
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1(A)=H(S)—H(S, A) (63)

V kaZdej iteracii sa v kroku 2b) algoritmu pre generovanie
rozhodovacieho stromu metédou zhora nadol vySetruju
vSetky eSte nepouzité atributy a ako testovaci atribut sa
vybera ten, ktory maximalizuje informacny zisk resp.
minimalizuje entropiu t.j. neurcitost. Stratégiou algoritmu
ID3 je ¢€o najrychlejSi pokles entropie na nulu a tak
generovanie minimalneho rozhodovacieho stromu.

Algoritmus ID3 je mozné jednoducho rozsirit' aj na pripad,
ked priklady budu klasifikované do viacerych tried a ked
atributy moézu nadobudat viac ako dve hodnoty. Ak
jednotlivé triedy budu T1, T2, ..., TN, potom vztah pre
vypocet entropie uzla S bude mat’ nasledovny tvar:

H(S)=-2_ p(T;)log, p(T;)

(64)

kde p(T;)) je pravdepodobnost toho, Ze nejaky priklad,
patriaci uzlu S, bude klasifikovany do triedy T;. Ak atribut
A mbze nadobudat’ hodnoty ai, az, ..., am, potom vztah
pre vypoCet neurCitosti uzla S stestovacim atributom
A bude mat tvar:

m (65)
H(S,A)=2 p(@)H(s))

kde p(a) je pravdepodobnost toho, Ze nejaky priklad,
patriaci uzlu S ma hodnotu atributu A=a;.

Pre pouzitie algoritmu musi platit  podmienka
neprotireCivosti (nekontradik&nosti) trénovacich prikladov.
Nutnost’ platnosti tejto podmienky vyplyva z toho, Zze ID3
nie je odolny voci zasumenym udajom na vstupe. Zo
spésobu urCovania pravdepodobnosti vyplyva, Ze iba
dodrzanie dvoch dodatocnych podmienok, a to podmienky
neredundantnosti prikladov (nepovolenie viacnasobného
vyskytu trénovacieho prikladu v trénovacej mnozine)
a podmienky vzajomnej nezavislosti atributov, garantuje
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najdenie minimalneho rozhodovacieho stromu.

Rozhodovacie stromy sa spociatku aplikovali hlavne na
problémy diagnostiky chordb. Jednou z tychto aplikacii
algoritmu ID3 je aj program uvedeny v [35], ktory je
vyuzivany v lekarstve na spracovanie a vyhodnotenie EEG,
konkrétnejSie  kmenovych  sluchovych  evokovanych
potencialov. Vtomto pripade modifikacia spociva
v zavedeni diskretizacie hodnét atributov, optimalnej hibky
stromu a v spolupraci s jednotkou zhlukovania.

Algoritmus ID5R. Pomerne znamy je aj algoritmus ID5R
(Inductive Dichotomizer 5 Recursive), ktory predstavuje
inkrementalnu modifikaciu algoritmu ID3. VyuzZiva sa v
pripadoch, ked nie vSetky trénovacie priklady su
k dispozicii naraz, ale stavaju sa znamymi postupne
(odoberanie zredlneho procesu v urCitych €asovych
okamihoch). Ide o rieSenie uciacej ulohy typu on-line.
Niekedy nie je mozné cCakat, az budu zname vSetky
trénovacie priklady na zaciatku generovania
rozhodovacieho stromu ateda je potrebné generovat
rozhodovaci strom na zaklade tych prikladov, ktoré uz su
zname a byt schopny po prichode kazdého dalSieho
trénovacieho prikladu aktualizovat uz vygenerovany
rozhodovaci strom.

Pre tuto ulohu je samozrejme mozné pouZit aj niektory
neinkrementalny algoritmus, napr. ID3. Toto rieSenie ma
vSak niekolko nevyhod:

o pri prichode kazdého nového prikladu je potrebné
realizovat indukciu opat od zacCiatku

o pri novej indukcii sa nevyuzivaju informacie ziskané
v predchadzajucich indukciach

o pocet prikladov neustéle narasta, ¢im sa predlzuje
doba potrebna pre opatovné vygenerovanie
rozhodovacieho stromu.

Preto je vhodné vyuzivat inkrementalnu indukciu, ktora po
prichode nového prikladu inicializuje iba modifikaciu uz
existujuceho stromu. Takuto inkrementalnu indukciu
vykonava aj algoritmus ID5R. Aj tento algoritmus, podobne
ako ID3, vyuziva maximalizaciu informacného zisku pre
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vyber testovacieho atributu. Na rozdiel od ID3 si uchovava
v kazdom uzle rozhodovacieho stromu dostato¢nu
informaciu na to, aby mohol zistit, i aj po prichode nového
prikladu bude predtym zvoleny testovaci atribut eSte ten
najvhodnejSi, teda bude stale maximalizovat informacny
zisk, alebo Ci je potrebné ho nahradit inym atributom. Pri
nutnosti zmeny testovacieho atributu mu uchovavana
informacia umoziuje najst novy atribut a vdetky podstromy
reStrukturalizovat podla nového stavu, zmeneného
prichodom noveého trénovacieho prikladu. PodrobnejSie
0 inkrementalnej indukcii rozhodovacich stromov
pojednava [36].

6.2.3 Algoritmus C4.5
Dalsim zaujimavym algoritmom tejto skupiny je algoritmus
C4.5 [37], ktory navrhol Ross Quinlan. Ide vilastne
o vylepSeny a doplneny algoritmus ID3. Algoritmus C4.5
rozliSuje dva typy atributov: nominalne a realne. Pouziva
pomenovanie diskrétne (nominalne) a spojité (realne)
atributy. Ak je potrebné pouzivat iné typy atributov, je
potrebné ich vhodne pretransformovat na jeden z tychto
atributov. Je to neinkrementalny algoritmus, budujuci strom
zhora nadol. Tento algoritmus je zaloZeny na principe
“‘Rozdeluj a panuj“ nad mnozinou M trénovacich prikladov.
Predpokladajme, Ze trénovacie priklady maju byt
klasifikované do tried Ti, T2, ...Tk. Potom mézu nastat’ tri
pripady:
o Mnozina M obsahuje jeden alebo viac prikladov
patriacich do tej istej triedy Ti. Rozhodovaci strom
pre mnozinu M je listovy uzol s triedou Ti.

o Mnozina M neobsahuje  ziadne  priklady.
Rozhodovaci strom je opat listovy uzol, ale triedu
nie je mozné urCit z mnoziny M. Méze byt urCena
napr. ako majoritna trieda zo vSetkych trénovacich
prikladov, alebo ako majoritna trieda v rodi€ovskom
uzle.

o MnoZina M obsahuje priklady patriace do viacerych
tried. Vyberie sa test veduci k rozdeleniu mnoziny M
do podmnozin, obsahujucich priklady s rovnakou
hodnotou  testovacieho  atributu.  Testovacia
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podmienka predstavuje atribut, podla hodnét {ai,
...an} ktorého sa M rozdeli do podmnozin M1, My,
...Mn, kde M; obsahuje vSetky priklady z M,
vyhovujuce podmienke s hodnotou atributu a.
Rozhodovaci strom sa vtomto pripade sklada
zrozhodovacieho uzla s testovacim atributom
a jednou podmienkou pre kazdu hodnotu atributu.
Tento postup je opakovany rekurzivne pre kazdu
vetvu rozhodovacieho uzla.

Algoritmus C4.5 sa od ID3 liSi okrem iného aj druhym
pripadom, ked mnozina M neobsahuje Ziadne priklady.
Tento algoritmus vytvara perfektny rozhodovaci strom za
predpokladu  neprotireCivosti  trénovacich  prikladov,
podobne ako algoritmus ID3. Existencia protireCivych
prikladov mdZzZe signalizovat nedostatoCné mnozstvo
atributov, ateda nie dost precizny popis prikladov
v udajovej Casti. V pripade protireCivych  prikladov je
mozné ukoncovacie kritérium, predpokladajuce klasifikaciu
vSetkych prikladov v listovom uzle do jednej triedy upravit
tak, aby majoritna trieda v listovom uzle tvorila aspon
napriklad 90%.

Pomerové kritérium zisku. Algoritmus C4.5 pouziva
na vyber testovacej podmienky (testovacieho atributu)
kritérium zisku, ktoré je zalozené na informacnej teorii,
podobne ako algoritmus ID3. V takom tvare, ako ho
pouziva ID3, vSak toto kritérium zisku uprednostiuje vyber
testovacich atributov s vacsim poctom hodnét. Tym vytvara
ur€ity druh prehladavacej preferencie. Uvazujme extrémny
pripad, Ze vtrénovacej mnozine sa nachadza diskrétny
atribut, ktory ma pri kazdom trénovacom priklade inu
hodnotu. Teda ma tofko hodnét, kolko je v trénovacej
mnozine prikladov. Paradoxne prave tento atribut by mal
najmensiu entrépiu ateda aj najvacsi informacny zisk.
V dosledku toho by mal taktiez najvacsiu Sancu pre vyber
do testovacej podmienky. Lenze to by sa rozhodovacom
strome prejavilo ako vetvenie, ktoré by viedlo
k podmnozinam a im odpovedajucim uzlom, obsahujucim
iba jeden priklad. Takéto vetvenie je neefektivne. Uvedeny
nedostatok je mozZné  odstranit  normalizovanim
informacného zisku, t.j. zavedenim pomerového Kkritéria
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zisku.

Nech sa uzol S pouzitim atributu A rozvetvi na m vetiev.
Potom pomerova entrépia bude dana vztahom (66):

n (66)
H, (S, A)=—_Z_) p(a;)log,(p(a;))

kde p(a) je pravdepodobnost toho, Ze nejaky priklad
patriaci uzlu S preSiel vetvou a do poduzla S;, kedze
nadobuda pre atribut A hodnotu ai. Pomerova entropia ma
tendencie narastat s rastucim poctom vetiev. Potom
pomerovym informaénym ziskom, danym vztahom (67)

R

sa obmedzi vyber testovacej podmienky s mnohymi
vystupmi, ¢im sa vytvori novy druh prehfadavacej
preferencie. I(S,A) sa urCi podla vztahu, ktory na urcenie
informaéného zisku pouziva algoritmus ID3. Pomerovy
informacény zisk vedie ku generovaniu rozmerovo mensich
rozhodovacich stromov.

Spojité atributy. Testovacia podmienka pre spojité atribaty
pozostava z prahovej hodnoty, ktora rozdefuje usporiadanu
mnozinu Cisel na dve podmnoziny. Trénovacie priklady su
najprv usporiadané vzostupne podla hodnét daného
spojitého atributu. Vznikne usporiadana mnozina hodnoét
spojitého atribatu {v1, v, ..., vm}.

Prahova hodnota leziaca medzi dvoma hodnotami v; a Vvi+1,
rozdeli mnozinu prikladov na mnoziny: {vi, v2,..., Vi}, {Vi+1,
Vi+2,..., Vm}.EXistuje m-1 takychto rozdeleni pri celkovom
pocte trénovacich prikladov m. Pre v8etky rozdelenia sa
vypocCita ohodnocovacia funkcia a vyberie sa rozdelenie
s maximalnym ohodnotenim. Ohodnocovacou funkciou
moze byt informacny zisk alebo pomerovy informacny zisk.
Prahova hodnota medzi dvoma hodnotami spojitého
atributu vi a vi+1 sa urci ako ich priemerna hodnota.
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Nezname hodnoty atributov. V realnych udajoch sa ¢asto
stava, ze niektoré hodnoty atributov nie su zname. Mézu
chybat' z réznych pricin. Z dovodu zaSumenia, neddlezitosti
atributu, nedbanlivosti vkladajuceho, alebo su skutoCne
nezname. Algoritmus generovania rozhodovacieho stromu
je potrebné upravit, aby bol schopny vysporiadat sa
s takymto neuplnym vstupom.

Priklady trénovacej mnoziny s neurCenou triedou su
zbytocné (informacne nezaujimavé), preto su pri
spracovavani  odfiltrované.  Odfiltrovat aj priklady
s chybajucimi hodnotami atribatov by bolo
najjednoduchsie, ale nie vzdy to je vhodné. Do uvahy
pripada napriklad doplnenie  chybajucich  hodnét
najCastejSie sa vyskytujucou hodnotou.

Algoritmus C4.5 nevykonava predspracovanie udajov
pred zaCatim generovania rozhodovacieho stromu podfa
[38] je schopny sa stym vyrovnat pocCas samotného
generovania.

K tomu je potrebné upravit’ kritérium pre vyber testovacej
podmienky, a taktiez spbésob zaradzovania neuplnych
prikladov do jednotlivych uzlov. Entrépia v danom uzle
H(S) sa vypocita tym istym spdbsobom ako predtym.
K vypoCitaniu H(S,A) su uvazované iba priklady so
znamymi hodnotami uvaZovaného atributu. Modifikovany
informacny zisk sa vypocita nasledovne pomocou formuly
(68):

1(S, A) = p(A)H(S)-H(S, A) = p(A)

(68)
kde: p(Ax) je pravdepodobnost vyskytu znamych hodndét
atributu a p(Aunk) je pravdepodobnost’ vyskytu neznamych
hodnét atributu. Podobne sa upravi pomerova entrépia:

H,(S.A)=-> p(a;)log, p(a;)- p(a,,)log, p(a,,)

(69)
kde: p(a) je pravdepodobnost toho, Ze priklad patriaci
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uzlu S preSiel vetvou @ do poduzla S;. Pomerovy
informacny zisk ostava v pévodnej podobe.

Orezavanie klasifikaénych stromov. Ked sa pri
generovani rozhodovacieho stromu kladie doéraz na
presnost klasifikacie, méze sa stat, Ze rozhodovaci strom
bude preuceny teda ,overfitting“. Pri takomto strome sa da
zarucCit’ presna klasifikacia iba u trénovacich prikladov. Pri
klasifikacii testovacich prikladov potom Casto su vysledky
testov nelichotive. Rozhodovaci strom totiz odraza aj
nahodné suvislosti, spbsobené nedokonalym vyberom
pozorovani — trénovacich prikladov. Tieto problémy sa
prejavia vznikom velmi tenkych vetiev, ktoré nezriedka
obsahuju iba jeden trénovaci priklad. Taky strom je vhodné
orezat’ teda skratit' niektoré tenké vetvy. Je mozné uviest
horny odhad dizky vetiev stromu, ktory je zarukou
pozadovanej presnosti [29]. Vhodna diZka vetiev je mensia
ako podiel logaritmov rozsahu trénovacej mnoziny a poctu
uvazovanych atributov. Toto Cislo sa nazyva optimalna
hibka stromu [35].

Orezavanie rozhodovacieho stromu je jednou z moznosti,
ako znizit chybu klasifikacie azaroven zmenSit
rozhodovaci strom. Presnost klasifikacie na uciacich
udajoch sa sice zmenSi, ale da sa predpokladat, Ze sa
zvySi presnost’ na neznamych prikladoch.

Pri klasickych metddach orezavania sa strom najprv
vygeneruje a potom sa postupne zjednoduSuje. Existuju
metddy, ktoré zjednoduSuju rozhodovaci strom uz pocas
jeho generovania. Budovanie a nasledné orezavanie
rozhodovacieho stromu je sice pomalSie, ale
hodnovernejSie a v neposlednom rade aj jednoduchsie,
pretoze je zalozené na nahrade podstromu listovym uzlom.
Techniky orezavania, podrobnejSie popisané aj v [39], sa
delia podfa toho, €i pracuju aj s testovacou, alebo iba
s trénovacou mnozinou. V prvom pripade sa rozhodovaci
strom vygeneruje na zaklade trénovacej mnoziny
a naslednému orezaniu posluzi ina, testovacia mnozina. Za
predpokladu dostatoéného mnozstva doveryhodnych
udajov vznikne tymto postupom kvalitnejSia rozhodovacia
procedura.
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Prikladom takéhoto spésobu orezavania rozhodovacieho
stromu su nasledovné techniky:

o Orezavanie cena-komplexnost
o Redukcia chyby

Metdda redukcie chyby rozdistribuuje testovacie priklady
do listovych uzlov originalneho rozhodovacieho stromu.
Potom pre kazdy nelistovy uzol S stromu T sa preskuma
ako by sa zmenil poCet chybne klasifikovanych prikladov,
ak by sa S nahradil jeho najlepSim listovym uzlom. Ak novy
strom klasifikuje s rovnakym, alebo mensim poctom chyb
a S neobsahuje Ziadny podstrom s takouto vlastnostou,
potom je S nahradeny danym listom. Tento proces sa
ukoncCi vtedy, ked by uz kazda dalSia nahrada zvysila
poCet chybne Kklasifikovanych prikladov z testovacej
mnoziny.

Reprezentantom druhého typu technik orezavania, ktoré
pracuju iba strénovacou mnozinou, je pesimistické
orezavanie. Tato technika odhaduje chybu klasifikacie.
Pouziva pritom heuristicki metddu, ktora vyZaduje pocet
vSetkych trénovacich prikladov N apocet chybne
klasifikovanych prikladov v danom uzle E. Algoritmus C4.5
rozSiruje tuto heuristiku o volbu urovne pesimistickeého
orezavania CF. VdalSom sa navrhuje prirastok
predikovanej chyby klasifikacie  U(E,N). Celkova
predikovana chyba je dana suctom prirastku chyby a poctu
chybne klasifikovanych prikladov:

E'=E+U(E,N) (70)

Predikovana chyba nelistového uzla sa urCi suctom
predikovanych chyb jeho poduzlov. Orezavanie postupuje
rozhodovacim stromom zdola nahor. Je mozné nahradit
uzol:
o listovym uzlom s triedou, ktora sa najCastejSie
vyskytuje v podstrome

o alebo jednym z poduzlov v jeho vetvach.
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Pre kazdu moznost sa vypocCita predikovana chyba uzla
a porovhnava sa s predikovanou chybou uzla pred
orezanim. Aplikuje sa ta moznost, ktorou sa dosiahne
mensSia predikovana chyba. Ak sa nahradi uzol poduziom,
poduzol mdéze byt taktiez orezany v dalSej iteracii. Kedze
predikovana chyba uzla sa mdéze len znizit, vysledkom je
mensia predikovana chyba celého stromu. Vyhodou tejto
metddy je, ze jej staci trénovacia mnozina. Tato vyhoda je
velmi cennou pri velmi €asto sa vyskytujucom nedostatku
prikladov.

Technika malého okna. Pri spracovani velkych databaz
sa méze ukazat operacna pamat nedostatocnou. Tento
problém mdbze vyrieSit nepriama metdda spracovania
udajov, nazyvana technika malého okna (windowing). Tato
metdda nahodne vyberie podmnozinu prikladov z mnoziny
trénovacich prikladov, nazyvanu ,okno“. Zokna je
nasledovne vygenerovany rozhodovaci strom.
Vygenerovanym stromom sa klasifikuju priklady, ktoré nie
su zahrnuté v okne. Chybne klasifikované priklady sa
zaradia do okna, z ktorého sa opat vygeneruje novy
rozhodovaci strom. To sa opakuje dovtedy, kym posledny
vygenerovany strom nebude spravne klasifikovat vSetky
priklady mimo okna. Casto sa stava, ze kone&né okno
obsahuje iba malu Cast z celkovej mnoZiny trénovacich
prikladov.

V algoritme C4.5 sa nevyberaju priklady do okna nahodne,
ale preferovanim vyberu, ktory vytvori distribuciu tried
v okne zhodnu s distribuciou tried v trénovacej mnozine.
Algoritmus sa moZe zastavit' skor, nez rozhodovaci strom
spravne klasifikuje vSetky priklady mimo okna. Napriklad,
ked sa uz neznizuje celkova chyba klasifikacie, alebo ak
narastie velkost okna nad obmedzujucu hranicu. V¢asné
ukonéenie mdzZe v pripade zaSumenych udajov zabranit
neuprosnému rastu okna, ktoré smeruje Kk pohlteniu
vSetkych trénovacich prikladov.

Okrem moznosti obist obmedzenie nedostatku pamati, je
pouzitie techniky malého okna vyhodné pri redundancii
prikladov. Na druhej strane, generovanim rozhodovacieho
stromu v kazdom cykle sa prediZi celkovy &as spracovania.
NeoCakavanym prinosom je vysSSia presnost nim
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vytvorenych stromov. Je mozné vygenerovat viacero
rozlicnych stromov a nasledne vybrat najlepsi vzhladom na
predikovanu chybu. Takto vygenerovany strom je Casto
presnejSi, ako strom generovany zcelej trénovacej
mnoziny. lde to vSak na ukor Casu, ktory s poctom
generovanych stromov narasta.

Zoskupovanie hodnoét diskrétnych atributov. Pri
generovani stromu klasickym spésobom sa rekurzivne
generuju podstromy pre kazdu hodnotu atributu. Ak ma
niektory atribut velmi vela hodnét (radovo desiatky)
vysledny rozhodovaci strom sa stane neprehfadnym. Preto
je potrebné atributy s velkym poctom hodnét diskretizovat,
teda nahradit pévodnu rozsiahlu mnozinu atributov novou
mensou mnozinou diskrétnych hodnét atributov. Pocet
hodnét mézu ovplyvnit aj poziadavky na tvar vysledného
rozhodovacieho stromu. MéZe byt poZzadovana rézna hibka
a Sirka stromu. Aby bol poZadovany strom zrozumitelny
pre pouzivatela, potom je vhodné zaviest pocCet maximalne
sedem rbznych diskrétnych hodnét pre jeden atribut.
Psychologické testy cCasto definuju tento pocCet ako
maximalny pocet alternativ, ktoré je Clovek schopny alebo
ochotny uvazovat.

Diskrétne hodnoty atributov je mozné zoskupovat
viacerymi spdsobmi [40]. Jednou z metéd je binarne
rozdelenie s dvoma vyslednymi podmnozinami. Dal$im
spdsobom je urCenie vSetkych rozdeleni mnoziny hodnét
daného atributu a vyber najvhodnejSieho, podla nejakého
ohodnocovacieho kritéria. Tento pristup vSak vedie ku
kombinatorickej expldzii vypoltového procesu.

DalSou mozZnostou je vyuZitie heuristiky (ako to robi
algoritmus C4.5), ktora je menej vypoctovo narocna,
a ktora pracuje nasledovnym spdsobom:

o Najprv sa vramci inicializacie vytvori inicializacné
rozdelenie, pozostavajuce z N jednoprvkovych
mnozin (prave tolko, kolko je hodnét atributu A). Pre
toto rozdelenie sa vypocita informacny zisk alebo
pomerovy informacny zisk.

o Vytvoria sa vSetky mozné rozdelenia zlucenim
dvoch mnozin (vSetky mozné dvojice). Rozdelenia
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sa opat ohodnotia skoérovacou funkciou a vyberie sa
najlepSie rozdelenie.

o ZluCovanie mnozin rekurzivne postupuje dovtedy,
kym nie je dosiahnuté hrani¢né rozdelenie s dvoma
mnozinami.

o Zo vSetkych rozdeleni sa vyberie vysledné
rozdelenie s maximalnym ohodnotenim.

Pri vybere testovacieho atributu v konkrétnom uzle sa
nielen vybera eSte nepouzity atribut, ale sa aj spusta
vySSie uvedeny algoritmus, ktory urCi najvhodnejSie
zoskupenie hodnét daného atributu.

Zoskupovanie hodndt atributov vyrazne zvysi celkovy Cas
generovania rozhodovacieho stromu. Z hladiska dizky
vypoctu by bolo vyhodnejSie vykonat zoskupovanie hodnét
atributov uz pred zaciatkom generovania rozhodovacieho
stromu. Tento pristup ma vSak tiez svoju nevyhodu.
NedokazZe podchytit rozlicné znalosti v roznych Castiach
rozhodovacieho stromu.

6.3 Strom verzus linearny model

Regresny a klasifikacny strom predstavuju dost odliSné
pristupy. Taktiez linearna regresia a regresny strom nie je
to isté. Napriklad linearna regresia predpoklada model vo
forme (71):

fX) =60+ Z?zlxjﬁja (71)

zatial C€o regresny strom je mozné reprezentovat
nasledovnym modelom:

u (72)
FOO= ) em-1(x € Ry)
m=1
kde Ri, ..., Rm predstavuju particie priestoru priznakov

(atributov) z Obr.23. Tazko povedat, ktory z tychto modelov
je lepSi. Ak je priestor linearne separovatelny je vhodné
pouzit linearnu regresiu, ktora je jednoducha a vtomto
pripade bude davat dobré vysledky asi lepSie ako regresny
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strom, €o vyplyva aj z Obr.26 z porovnania dvoch hornych
podobrazkov. AvSak, ak je vztah medzi atributmi
(prediktormi) a odpovedou (predikciou), teda vztah medzi
vstupom a vystupom, nelinearny a komplexny, potom je
vhodnejSi model regresného stromu. V tomto pripade
regresny strom prekona klasické pristupy, €o najlepSie
ilustruje Prava Horna Cast Obr.26. Prekona znamena, ze
po odhade chyby vramci krizovej validacie, bude
vykazovat mensSiu chybovost. AvSak niekedy zvazujeme
nielen presnost pristupu ale aj interpretovatefnost pristupu
atak si méZzeme zvolit model regresného stromu aj
v pripade, Ze by nebol presnejsi.

V hornych podobrazkoch na Obr.26 mame data, ktoré su
linearne separabilné. Preto linearna regresia na tychto
datach vykazuje takmer nulovu chybu (Lavy Horny). To sa
neda povedat o regresnom strome (Pravy Horny). Pri
rozdeleni na podoblasti pristupom vlastnym budovaniu
regresného stromu, nie je mozné presne oddelit' tieto data
— iba priblizne. Teda je tam nenulova chyba. V dolny
podobrazkoch mame data iného charakteru. Su
separabilné ale nie linearne. Preto linearna regresia
vykazuje dost velku chybu (Lavy Dolny), zatial ¢o
generovanie regresného stromu dava takmer bezchybny
vystup (Pravy Dolny).
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Obr.26 llustracia vztahu medzi rozhodovacim stromom
a linearnym modelom [1].

6.4 Vyhody a nevyhody stromovych modelov

Tak regresné ako aj klasifikané stromy maju radu vyhod aj
nevyhod:

o NaucCena znalost v tvare stromu sa da fahko
vysvetlit ludom ato aj laikom v oblasti informatiky.
Niekedy su stromy lahSie vysvetlitelné ako linearna
regresia.

o Existuje predpoklad, Ze rozhodovacie stromy
najlepSie zrkadlia spdsob, ako sa rozhoduje Clovek.
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o Stromy ako grafy mézu byt vizualizované a teda
[ahko interpretovatelné dokonca aj nie expertom, ak
su malé.

o Stromy dokazu [lahko =zvladnut aj kvalitativne
prediktory (atributy) bez potreby vytvarat fiktivne
premenné.

o Na druhej strane stromy C€asto nemaju rovnaku
uroven spravnosti predikcie ako iné regresné alebo
klasifikacné pristupy.
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ZAVER

PredloZena vysokoSkolska u€ebnica je zamerana na oblast
metdd strojového ucCenia, ktoré maju Statisticku podstatu.
Zvyknu sa oznaCovat ako metddy Statistického ucenia.
UcCebnica prinaSa popis najuspesnejSich a v suCasnosti
najCastejSie pouzivanych metod Statistického ucenia. Tato
vysokoskolska ucebnica je urlena pre predmet — kurz
s nazvom Strojové ucenie, ktory sa ponuka v ramci dvoch
Studijnych programov na Katedre kybernetiky a umelgj
inteligencie  Fakulty elektrotechniky a informatiky na
Technickej univerzite v Ko$iciach. Tento uéebny text dopifia
star§i ucCebny text autora tejto publikdcie s nazvom
.otrojové uCenie — principy a algoritmy“ a taktiez
monografiu ,Strojové ucenie v systémoch spracovanie
informacii®.

Vacsina metdd uvedenej vysokoSkolskej ucCebnice sa
pouZziva aj dnes na rieSenie aktualnych problémov. Autorka
publikacie ma skusenosti s vyskumom, kde sa tieto metoédy
aplikuju na spracovanie textov, napriklad kratkych textov
vznikajucich v ramci konverzaéného obsahu hromadeného
na socialnych sietach. Preto sa Casto ako priklady pouZitia
tychto metdd pouzivaju priklady klasifikacie dokumentov,
dolovanie konverzacného obsahu a Struktury konverzacie
za ucCelom analyzy sentimentu a odhadu autoritativnosti
prispievatelov do webovych diskusii.
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